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摘 要

时滞现象普遍存在于能源、物质、信息的传输过程中，在自然和工程系统中均

不可避免。时滞的存在通常会导致系统性能下降，甚至直接导致系统不稳定。因此

对于时滞系统的稳定性研究引起了国内外很多学者的关注。在近二十年的时间里，

Lyapunov-Krasovskii (L-K) 泛函构造技术的改进和线性矩阵不等式(Linear Matrix

Inequality, LMI)方法成为了时滞系统分析研究的主流方法。随着平方和方法的发展

以及最近 MATLAB 的 PIE 工具箱的提出，基于线性算子不等式 (Linear Operator

Inequality, LOI) 的分析方法为时滞系统稳定性研究提供了新的思路。本文将分别基

于线性矩阵不等式和线性算子不等式技术，围绕线性、非线性时滞系统的稳定性问

题展开研究。主要工作如下：

(1) 研究了连续线性多时滞系统的稳定性问题。考虑基础状态的概念，对连续

线性多时滞系统常见的时滞常微分方程表达式进行了重构，得到了其基于基础状态

的常微分-偏微分表达式，并将其写成相应的分布式参数系统，通过构建基于线性

偏积分算子的完全型 L-K 泛函，得到了基于 LOI 的保守性较小的时滞相关稳定性判

据。所得判据通过 MATLAB 的 PIE 工具箱求解。数值算例验证了所得的稳定性判

据的正确性及有效性。

(2) 研究了考虑传感器噪声的连续线性多时滞系统的 H¥观测器设计问题。所设

计的偏微分方程形式的观测器可以同时修正对系统当前及历史状态的观测值。构建

线性偏积分算子形式的完全型 L-K 泛函，提出了基于 LOI 的时滞相关观测器设计方

法，给出了观测器输出误差对外部干扰的鲁棒 H¥ 性能指标下的观测器增益矩阵的

确定方法。所得判据通过 MATLAB 的 PIE 工具箱求解得到了观测器输出误差对外

部干扰的鲁棒H¥增益。数值仿真显示，所得的结果十分接近于用 Padé 工具求得到

的H¥范数界，最高可精确达到其小数点后四位。

(3) 研究了离散时滞系统的稳定性分析问题。提出了保守性较小的求和不等式

放缩方法，放松了 Wirtinger 求和不等式放缩约束条件。基于直接构建型 L-K 泛函，

结合新型求和不等式放缩方法，得到了基于 LMI 的离散线性时滞系统和离散递归神

经网络时滞系统的时滞相关稳定性判据。所得判据通过 MATLAB 的 LMI 工具箱求

解。数值算例说明了所得稳定性判据具有较小的保守性。
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(4) 研究了基于模糊采样控制的 T-S 模糊时滞系统的稳定性分析问题。构建基于

系统当前及历史状态的反馈控制器。基于环函数的概念，构造双边环函数，通过分

析该双边环函数与 L-K 泛函的和的导数情况来判断系统的稳定性问题，放松了对 L-

K 泛函在整个时间域上单调递减的限制条件，结合改进的积分不等式技术，得到了

基于 LMI 的时滞相关控制策略及稳定性判据。所得判据通过 MATLAB 的 LMI 工具

箱求解。数值算例说明了所得判据具有较小的保守性，验证了所设计控制器的有效

性和优越性。

关键词：时滞系统；渐近稳定；线性算子不等式；Lyapunov-Krasovskii 泛函；观测

器优化；神经网络系统； T-S 模糊系统
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Abstract

Time delays arise in the transport of energy, mass, information and such, and are

omnipresent in natural and engineered systems. The presence of time delay often leads to

the performance degradation and even instability of the system. Therefore, the study of

time delay systems has always been a hot topic in control theory and research. With the

development of the construction method of Lyapunov Krasovskii functional and linear

inequality technology, Lyapunov Krasovskii method and LMI technique have been the

main tools to the study of time-delay systems in recent two decades. Recently, the

development of Sum Of Square technology and the newly proposed PIETOOLS (Partial

Integral Equation Tools) bring the new sight into the research of time-delay systems.

Based on linear matrix inequality and linear operator inequality technique, this paper

investigates the stability problems of linear and nonlinear time-delay systems. The main

works are summarized as follows.

(1) The stability problem of continuous linear systems with multiple delays is

studied. Considering the fundamental-state concept, we represent the linear multi-delay

systems into a fundamental-state-space equation and propose the corresponding DPS

formation. A complete quadratic Lyapunov-Krasovskii functional in the form of inner

product of linear partial integral operator is constructed and a novel stability criterion in

the forms of linear operator inequality is given, which is solved by MATLAB PIETOOLS.

The numerical example shows the correctiveness and effectiveness of our method.
(2) The H¥ optimal observer synthesis for linear multi-time-delay systems with

sensor noise is studied. The designed PDE-form observer can correct both the current state

and the history of state of the system. A complete quadratic Lyapunov-Krasovskii

functional based on Partial Integral operator is constructed, and a delay-dependent optimal

estimation condition is obtained in the form of linear operator inequality. The method to
solve the observer gain operator which can satisfies the H¥ robust performance is

provided. Using the MATLAB PIETOOLS solves the optimal H¥ norm bound. The

numerical examples show that the bound value is very close to the theoretical analysis
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bound value obtained by Padé tool, even upto the fourth decimal point.

(3) The stability analysis of discrete time-delay systems is studied. We propose a less

conservative summation inequality, which relaxes the Wirtinger inequality. By means of a

new summation inequality and the directly constructed Lyapunov-Krasovskii functional,

new delay-dependent stability criteria in the form of linear matrix inequalities are obtained

for discrete-time linear delay system and discrete-time recurrent neural network system

respectively, which can be solved by MATLAB LMITOOLS. Less conservativeness of the

criteria over some reported results is shown by numerical example.

(4) The stability analysis and sample-date-based control of T-S fuzzy time-delay

system are studied. The state feedback controller is constructed containing the current and

history of state of the system. Based on the concept of loop function, a new two-side loop

function is constructed. The stability performance is derived from the derivative change

condition of sum of this loop functional and Lyapunov-Krasovskii functional. Based on

the improved integral inequality technique, new delay-dependent sampled-data control

strategy and stability criterion are obtained in the form of linear matrix inequality, which

can be solved by MATLAB LMITOOLS. The numerical example shows the

correctiveness and advantage of our method.

Keywords: Time-delay system； Asymptotical stability； Linear operator inequality；

Lyapunov-Krasovskii functional； Optimal estimator；Neural network

system； T-S Fuzzy system
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主要符号说明

实数集.

n n维欧几里得空间.

+ 非负实数集.

[ ]X X 上的连续函数.

2 [ ]nL X 从 X 到
n
的 Lesbesque 平方可积向量函数.

,n mZ 内积空间 2 [ ]n mL X´ .

,
Z

x y Z 空间上的内积. x Z" Î ， y ZÎ ，有 , dT
Z X

x y x y s= ò .

TX 矩阵 X 或者向量 X 的转置.

*X 算子 X 的共轭.

[ ]2
nW X { }2 2: [ ], [ ]n nx x L X x L XÎ Î .

I 具有适当维数的单位矩阵.

*
A B

C
é ù
ê ú
ë û

若 B为常数矩阵，则表示 T

A B
B C
é ù
ê ú
ë û

；若B为算子，则为 *

A B
B C
é ù
ê ú
ë û

.

0A> 若 A Z Z®： ，则 x Z" Î ， , 0
Z

x Ax > ，其中 A为常数或算子.

1 2 若 1 Z Y®： ， 2 X Z®： ，则
1 2 1 2( ) =, ( )x xx Z" Î .

( 1, , )ie i p= 块元矩阵(Block entry matrices) ，如 2 ( 2)= 0 0n p ne I ´ -é ùë û .

sym{ }A + TA A .

1X - 矩阵 X 的逆矩阵或算子 X 的逆算子.

1{ , , }Kx Co b bÎ 存在 [ ]0,1ia Î 且
1

=1
K

i
i
a

=
å ，使得

1
=

K

i i
i

x ba
=
å .

deg( ( ))Z x 多项式函数 ( )Z x 关于 x的最高阶数.
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第 1 章 绪 论

1.1 研究背景及意义

时滞，是指某一行为从开始时刻到产生结果时刻的时间段，可以解释为行为发

生过程的“瞬间”或“时段”。在控制理论中，时滞通常指在系统运动中所发生的

一种现象，即此刻的系统状态变化趋势既可能与系统当前的状态有关，同时又受到

系统上一时刻状态的影响。在现实世界中，物质、能量、信息的传输都不可避免的

存在滞后的现象，如生物系统的免疫应答时滞、人口模型的周期时滞及光学等自然

领域，又如制造过程、过程控制系统、流体传输系统、网络化控制系统、太空探测

系统等实际工程系统[1,2]。客观地说，时滞特性广泛地存在我们的生活和生产中。我

们把这类具有时滞特性的系统称为时滞系统[3-5]。

时滞系统(Time Delay System)在有些文献中称为有后效的系统 (System with

Aftereffect)、带死区的系统(Systems with Dead Time)、遗传系统 (Hereditary Systems)，

或者微分-差分方程(Differential-difference Equation) 等等[5]。按照时滞的出现原因来

分，时滞可以分为物质传输时滞、通信时滞、测量时滞，或者是几种的混合时滞；

按照时滞在系统中出现的位置来分，时滞可以分为系统状态时滞、输入时滞、输出

时滞等 [4]。

时滞的存在降低了系统的响应速度，导致系统的某些关键状态信息不能及时有

效地反馈系统运行状态。在某些系统中，时滞的存在可能会带来积极的影响，改善

系统的性能及控制效果，例如在大棚恒温控制系统中的滞后使得恒温电器不会持续

不间断的生热，达到调温的目的。但一般来说，时滞现象会给实际工程系统的分析

与控制带来诸多不便和困难。与无时滞系统相比，时滞的存在常常会破坏系统的性

能表现，使系统的鲁棒性能变差，甚至导致系统最基本的性能——稳定性不能得到

保证，是引起系性能紊乱和震荡的一个重要因素[6-8]。例如下面一个最简单的时滞系

统，

( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ,0]

x t x t h x t
x s s s hf

= - - Îì
í = Î -î

，

，

(1-1)

其中， 0h > 是时滞， ( )sf 是系统的初始状态函数。该系统在无时滞时( 0h º ), 显然
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是满足渐近稳定的；在有时滞的情况下则表现为：在 [0, 2)h pÎ 时是渐近稳定的，

在 2h p> 时是发散的。时滞的存在影响到了系统的稳定性表现。另外，作为一类

具有无限维的泛函微分方程系统，时滞系统的特征方程属于超越方程，系统方程的

解与系统在时滞区间的状态相关，如式(1-1)中系统的状态值 ( )x t 是一个与

[ , ]t t h tÎ - 的状态值相关的函数，这使得对于时滞系统的分析及研究十分困难[7,9-10]。

因此，时滞系统的稳定性问题一直是时滞系统理论研究的热点问题。

另外，随着经济发展和人民日益增长的物质文化需求，人们对实际工程系统的

性能要求越来越高，尤其是对时滞的存在非常敏感的系统，需要我们充分考虑时滞

现象对实际工程系统带来的影响。如图 1-1 的医疗远程遥操作系统，即使是 0.1s 的

时滞也会使得整个医疗过程失之毫厘，谬以千里。考虑了时滞现象而建立的数学模

型更接近于实际工程系统模型，对于这类时滞系统的分析与研究结果更接近于工程

系统的实际性能表现，对于指导实际工程系统的操作具有十分重要的现实价值和应

用价值[8,11-12]。

主端 从端

反馈

控制

网络(时滞)

图 1-1 医疗远程控制系统示意图

Fig. 1-1 The diagram of remote medical control system

综上可知，对时滞系统的分析以及研究具有重要的理论意义和现实意义。对于

时滞系统的理论研究，可以追溯到 18 世纪，Bernoulli 和 Leonard Euler 可以说是史

上最早对时滞系统方程进行研究的学者[4,9]。之后，A. Myshkis 和 R. Bellman 等人对

时滞系统展开了系统性的研究工作，基于系统传递函数的频域分析方法得到了一定

的发展，同时时域的分析方法也渐渐走入人们的视野[13-16]。但直到最近二十年，时

滞系统的研究才真正进入了自己的黄金时代，这主要得益于 Lyapunov-Krasovskii 泛

函构造技术的不断改进、线性矩阵不等式(Linear Matrix Inequality，LMI)技术的提
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出及发展[17-22]。通过适当的处理，系统的分析与控制中的许多问题都可以转换成

LMI 的问题，LMI 求解算法应运而生。它将所有的 LMI 问题看作凸优化问题，可以

有效、准确地分析和解决控制理论中的很多问题，成为了如今控制理论中常用的分

析、求解工具。利用 Lyapunov-Krasovskii 泛函理论以及 LMI 方法，人们对时滞系

统的相关研究有了突出的进展，大量的研究成果涌现而出，并且在实际工程系统上

得到了广泛的应用[21-27]。另一方面，随着平方和 (Sum Of Square，SOS)方法的发展，

以及最近的 MATLAB PIE 工具箱的提出[23,28]，使得人们可以利用 MATLAB 直接求

解线性算子不等式。学者们开始将其应用于无限维系统的研究中，主要是偏微分方

程系统(Partial differential Equation，PDE)和时滞系统的研究中[29-32]。

在关于时滞系统的研究中，稳定性作为系统的最基本的性能指标，得到了中外

学者的关注。如何获得保守性较小的时滞系统稳定性判据，如何放松确保时滞系统

稳定的时滞界限，一直是时滞系统稳定性分析研究的热点问题。

1.2 时滞系统稳定性研究现状

毋庸置疑，时滞的存在会对系统的稳定性产生影响。在极少数情况下，时滞的

存在是表现为积极作用的；通常情况下，时滞的存在对于系统是一个不稳定的因素。

经过学者们的不懈努力，关于时滞系统稳定性分析的研究成果不断涌现[33-36]。

从近几十年的研究成果来看，对于时滞系统的稳定性分析工作从研究方法上主

要分为两类：特征根法和时域法。

特征根法最早是从频域的角度入手的，因此在很多文献中又被称为频域法，但

实际上求取系统方程的特征根的方法不仅有频域法，还有代数方法，特征方程根聚

类法等等，因此在本文将这些方法统称为特征根法。这类方法通过判断特征方程的

根是否全部具有负实部来判断时滞系统的稳定性[3]。优点是可以精确地获得时滞系

统稳定性的充分必要条件(不含保守性)，而且系统的特征方程可以反映系统的本质，

使我们更加了解系统的性质和规律。缺点是只能应用于系统参数已知的线性定常时

滞系统，对于时变时滞时滞系统，以及含有不确定性、外部干扰的时滞系统是无效

的[35-37]。因为当系统中存在可变参数后，求取特征方程及特征根实际上是很困难的,

甚至是不可能的。

时域法是建立在 Lyapunov 函数上的方法，通过研究系统的状态方程来判断系

统的稳定性，可以有效地分析、研究含有时变时滞、不确定性或者外部干扰的时滞
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系统[32-34]。同时，随着 LMI 技术的发展以及 MATLAB 的 LMI 工具箱的广泛应用，

时域方法得到了更广泛的应用。利用时域法所得的稳定性判据根据一般可以分为时

滞相关判据和时滞无关判据[13,14]。一般来说，时滞无关的稳定性准则缺乏时滞信息，

保守性较高，而且实际工程系统的时滞一般是有范围限制的，因此时滞相关稳定性

研究获得了学者们的高度关注。时域法主要有 Lyapunov-Krosovskii (L-K)泛函方法

和 Lyapunov-Razumikhin(L-R)函数[38,39]两种方法。二者所得到的稳定性判据都是以

LMI 的形式来呈现。L-K 泛函方法的主要思路是基于 L-K 稳定性定理，通过构建 L-

K 泛函得到时滞相关判据。通常来说，L-K 泛函方法较 L-R 函数方法更为灵活，保

守性也会更低，因此 L-K 泛函方法是如今分析和研究时滞系统最常用的方法。有关

L-R 函数的介绍，本文不做讨论，感兴趣的读者可参考文献[38-40]。下面我们将重

点介绍本文所使用的 Lyapunov-Krosovskii 泛函方法以及其研究现状。

1963 年，Krasovskii 提出了 Lyapunov-Krosovskii 稳定性定理，主要思想是构建

L-K 泛函，而不是使用传统的二次正定 Lyapunov 函数，通过分析泛函的性质来分析

时滞系统的稳定性[41]。

考虑时滞系统如下，

( ) ( , ) 0
( ) ( ), [ ,0]

t

t

x t f t t
s x t s s h

f
f

= >ì
í = + Î -î

， ，

，
(1-2)

其中， [ ,0] nf h´ - ®： 是关于 t连续的，关于 tf 是局部 Lipschitz 连续的。假设

( ,0)=0f t ，则可知系统(1-2)存在一个平凡解为 ( ) 0x t º 。下面给出 Lyapunov-

Krosovskii 稳定性定理。

定 理 1-1 (Lyapunov-Krasovskii 稳 定 性 定 理[3,38])设 f X Y´ ®： ， 其 中

[ ],0X hÍ - ，
nY Í 且 X Y， 有界，另外， , , :u v w + +® 是连续非减函数，满

足 (0) (0) 0u v= = ， 且 当 0a > 时 ， 有 ( ) 0u a > ， ( ) 0v a > 。 若 存 在 泛 函

[ ,0]V h´ - ®： ，使得

( (0) ) ( , ) ( )

( , ) ( (0) )

u V t v

V t w

f f f

f f

£ £

£ -

，

，
(1-3)

其中，
0

1( , )= lim ( ( , ( , )) ( , ))t tt
V t V t t x t V t

t
f f f

+ +D
D ®

+ D -
D

，则系统(1-2)的平凡解是一致稳

定的。此时若 0a > ， ( ) 0w a > ，则系统(1-2)的平凡解是一致渐近稳定的，若同时
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满足 lim ( )u
a

a
®¥

= ¥，则系统(1-2)的平凡解是全局一致渐近稳定的。

在时滞系统的分析研究中，正常情况下构建的 L-K 泛函自然满足正定有界条件

的，即 ( (0) ) ( , ) ( )
c

u V t vf f f£ £ 。因此在众多的研究成果中常常忽略不提泛函有界

这一条件(实际上是自然满足了)，而大篇幅地叙述如何保证泛函导数的半负定性，

即 ( , ) ( (0) )V t wf f£ - 。

近十几年来，学者们基于 L-K 泛函理论对时滞系统展开了研究，通过构建 L-K

泛函，结合不等式技术和各种数学变换技巧，得到了 LMI 形式的时滞相关稳定性判

据[19-21,32]。然而相对于频域法，由于 L-K 泛函方法本身的限制，所得结果是时滞系

统稳定的充分条件，总是存在一定的保守性。这类方法的保守性主要来自于两方面：

L-K 泛函的构建和 L-K 泛函导数的处理。因此如何获得保守更小的时滞系统稳定性

判据，放松确保系统稳定的时滞界限一直是学者们致力于解决的问题。

L-K 泛函的构建研究现状1.2.1

L-K 泛函的选取是第一步，在很大程度上决定了结果的保守性程度的大小。目

前在时滞系统的分析及研究中，Lyapunov-Krasovskii 泛函的构建形式有很多，在本

文中，我们将其分为直接构建型 L-K 泛函和完全型 L-K 泛函两类：

直接构建型 L-K 泛函的构建基础是常数矩阵，具体可以细化为标准型，增广型，

区间型，三重积分型，整体正定型等几种。因为这类 L-K 泛函的具体形式是由学者

直接构建的，且一旦给出，由泛函形式带来的保守性是不可改变的，因此称其为直

接构建型 L-K 泛函。直接构建型泛函计算、求解方便简单，结合 LMI 方法是目前

时滞系统分析和研究的主流方法，但由于其构建方式本身的限制，所得结果必然具

有一定的保守性；

完全型 L-K 泛函的构建基础是矩阵函数，矩阵函数的结构形式是可变的，极大

地增加了泛函参数个数和求解的自由度。基于完全型 L-K 泛函的这一优点，有相应

理论证明基于完全型泛函是有可能得到时滞系统的充分必要稳定性条件的[42]。但矩

阵函数的引入也带来了证明过程的困难，如何保证基于矩阵函数的 L-K 泛函的正定

性，又如何证明泛函导数的半负定性，均有很大的难度。因此目前只有较少一部分

学者在研究。

考虑如下时滞系统，



燕山大学工学博士学位论文

- 6 -

1( ) ( ) ( )
( ) ( ),   [ ,0]

x t Ax t A t h
x s s s hf

= + -ì
í = Î -î

，

，
(1-4)

其中 ( ) nx t Î 为系统状态， A， 1
n nA ´Î 为系统矩阵， ( ) [ ,0]s hf Î - 是初始函数，

h 为时滞，满足 min max0 h h h£ £ £ 。

以上述时滞系统为例，我们将具体介绍两类 L-K 泛函的研究现状。

1.2.1.1 直接构建型 L-K 泛函

标准型 L-K 泛函结构最简单，计算最方便，且适用性强，是早期几种构建方法

中比较常用的一种。其典型的泛函形式如下：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( ) dd
t t tT T T

t h t h t
V t x t Px t x s Qx s s x s Zx s s

q
q

- - +
= + +ò ò ò 。 (1-5)

文献[43]中，Fridman 首次考虑了快时滞情况下(不对时滞导数作限制)的时滞系

统的稳定性分析问题，并给出了 H¥控制器的设计方法。文献[44]中，Suplin 通过构

建直接构建型 Lyapunov-Krasovskii 泛函，结合 Finsler 引理，研究了线性时变时滞系

统的 H¥控制问题。采用标准型 L-K 泛函，结合时滞分割技术，文献[12]得到了保

守性较小的时滞系统稳定性判据。文献[45]中，Kharitonov 等通过构建几种标准型

泛函，研究了定常时滞系统的稳定性分析问题。Shao 将标准型 L-K 泛函应用到了神

经网络时滞系统中，并得到了新的稳定性判据[46]。文献[47]中，Fridman 研究了具有

时变结构不确定性的离散时滞系统的稳定性分析和保成本控制问题。文献[48]结合

标准型泛函和自由权矩阵，研究了具有时变结构不确定性的时变时滞系统的鲁棒稳

定性问题。

在标准型泛函的基础上，对系统的状态向量进行了扩维，增加了交叉项，利用

到更多关于时滞的信息，以降低结果的保守性，是目前时滞系统研究中最常用的一

种泛函结构。其典型的泛函形式如下：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
t t tT T T

t h t h t
V t t P t s Q s ds s Z s s

q
u u h h h h q

- - +
= + +ò ò ò ， (1-6)

其中， T T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
t

t h
t x t x t h x s s s x s x su h

-

é ù é ù= - = ë ûê úë ûò ， 。

针对中立型时滞系统的稳定性问题，He 在文献[24]中构建增广型泛函，引入自

由权矩阵，得到了保守性较小的稳定性判据，文献[49]提出了广义的增广型 L-K 泛

函，在分析过程中避免使用了任何模型转换方法或交叉项的任何边界。基于克罗内
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克积运算的新型增广矩阵，文献[50]构建了新的增广型 L-K 泛函，研究了具有混合

耦合和区间时变时滞的神经网络系统的同步问题。基于增广型 L-K 泛函，Kwon 研

究了含有区间时变时滞的线性系统的鲁棒性能及稳定性问题[51]。

区间型主要是针对 min 0h > (时滞下界大于 0)的时滞区间系统提出的。在标准型

泛函的基础上，考虑更多时滞本身的信息。 minh 是与时滞直接相关的信息，它的引

入会降低研究结果的保守性。其典型的泛函形式如下：
min

min

min

min

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d

( ) ( )d d ( ) ( )d d

t t hT T T

t h t h

t t t h tT T

t h t t h t

V t x t Px t x s Q x s s x s Q x s s

x s Z x s s x s Z x s s
q q

q q

-

- -

-

- + - +

= + +

+ +

ò ò

ò ò ò ò 。

(1-7)

基于线性区间时滞系统的稳定性分析问题，Shao 在[52]文献中构造了考虑时滞

下界信息的标准型泛函。文献[53]结合更多时滞下界的信息，构建了新的增广型 L-

K 泛函，得到了保守性较小的稳定性判据。

与上述几种泛函形式相比，三重积分型引入了三重积分项。据作者所知，Sun

等首次提出了三重积分型泛函[54,55]，通过引入更高的积分项，加入更多的待定项，

通过增加结果的可解性而降低结果的保守性。其典型的泛函形式如下：
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d d

( ) ( )d d d

t tT T T

t h h t s
t T

h t

V t t P t s Q s s Z s

x s Rx s s
l q

u u h h h q h q q

q l

- - +

- - +

= + +

+

ò ò ò
ò ò ò 。

(1-8)

通过构造三重积分泛函形式，Sun 等分别研究了线性中立定常时滞系统以及时

变时滞系统的稳定性问题，并针对每个系统给出了对应的稳定性判据[54-56]。Chen 等

借助三重泛函，讨论了神经网络时变区间时滞系统的稳定性问题[57]。文献[58]结合

三重积分型泛函和时滞分割方法，研究了中立型时滞神经网络的稳定性分析问题。

除此之外，另有部分学者在三重积分泛函的基础上，提出了四重积分型泛函，相关

文献如[59,60]。基于这类泛函所得的结果保守性会稍有降低，但随着积分项的增加，

泛函形式越来越复杂，待定参数的增多使得计算复杂度也不断增大，与保守性降低

的程度相比，结果并不理想，甚至可能会得不偿失，因此并没有得到广泛应用。

在上述的几种泛函构建方法中，为确保泛函的正定性，要求泛函的每一项都是

正定的，即泛函中所有参数矩阵均正定，这就带来了一定的保守性。在整体正定型

中，通过不等式技术和数学变换技巧，放松了这一限制条件，只要求泛函中积分项

的参数矩阵正定。其典型的泛函形式如下：
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d d
t t tT T T

t h t h t
V t t P t s Q s s x s Zx s s

q
u u h h q

- - +
= + +ò ò ò ， (1-9)

其中， ,u h的定义如式(1-6)。令 0Q ³ , 0Z ³ ，由 Jensen 不等式知，

2

1( ) ( )d ( ( )d ) ( ( )d )

2( ) ( )d d ( ( ) ( )d ) ( ( ) ( )d )

Tt t tT

t h t h t h

Tt t t tT

t h t t h t h

s Q s s s s Q s s
h

x s Zx s s x t x s s Z x t x s s
hq

h h h h

q

- - -

- + - -

³

³ - -

ò ò ò

ò ò ò ò 。

(1-10)

由此可得，

2

1( ) ( ) ( )+ ( ( )d ) ( ( )d )

2+ ( ( ) ( )d ) ( ( ) ( )d )

ˆ= ( ) ( )

Tt tT

t h t h

Tt t

t h t h

T

V t t P t s s Q s s
h

x t x s s Z x t x s s
h

t P t

u u h h

u u

- -

- -

³

- -

ò ò

ò ò
，

其中， [ ] [ ]2

0 0 0 01 2ˆ= + 0 0
0 0

T
TI I

P P Q hI I Z hI I
I I I Ih h
é ù é ù

+ - -ê ú ê ú- -ë û ë û
。

因此，若 0Q ³ , 0Z ³ ，以及 ˆ 0P ³ 成立，则有 ( ) 0V t ³ 。矩阵 P 既可能是半正

定的，也有可能是负定的。因此放松了对矩阵 P 的限定条件，在一定程度上降低了

结果的保守性。据作者所知，整体正定型 L-K 泛函的思想最早是由 Xu 在 2015 年提

出的，借助 Jensen 不等式，构造了整体正定泛函，研究了线性定常时滞系统的稳定

性分析问题，得到了改进的稳定性分析判据[61]。Lee 将这种思想拓展到线性时变时

滞系统的稳定性分析问题中，采用保守性更小的自由矩阵不等式技术构造新的整体

正定型泛函[62,63]。文献[64]利用整体正定型泛函，研究了具有分布式时滞的神经网

络系统的稳定性问题。

与多重积分型类似，时滞分割型通过增加泛函中的待定矩阵的方法来放松分析

结果。主要的思想是将单一的时滞区间分解成多个小区间，使得泛函具有更大的调

整空间，减小结果的保守性。其典型的泛函形式如下：

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d d

t tT T T

t h r h r t
V x x t Px t s Q s s x s Zx s s

q
n n q

- - +
= + +ò ò ò ， (1-11)

其中， r 为正常数， ( ) [ ( ) , ( ), , ( ( 1) ), ( )]T T T T Ts x s x t h r x t r h r x t hn = - - - - 。

文献[12]证明，选取的 r 越大，所得的稳定性判据保守性越小。在文献[65]中，
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黄提出了一种新的时滞分解法，研究了递归神经网络时变时滞的状态估计问题。基

于时滞分解的方法，文献[66]得到了一种 LMI 形式的改进的时滞相关稳定性判据，

不需要使用模型变换，避免了模型变换引入新的保守性。文献[67]研究了具有时变

时滞的不确定系统的鲁棒稳定性问题，得到了改进的稳定性结果。

1.2.1.2 完全型 L-K 泛函

直接构建型 L-K 泛函中，所有的待定参数矩阵，如 P ,Q , Z 等，均为实数矩阵，

限制了泛函求解域的大小。1965 年，Repin 提出了完全平方函数(Complete Quadratic

Lyapunov Functionals)的概念，并构造了完全平方函数形式的 L-K 泛函，研究时滞系

统的稳定性[68]。本文中，我们将这类完全平方函数形式的 L-K 泛函称为完全型 L-K

泛函，其具体形式如下，

( )
0

0 0 T

( ) ( ) ( )
( ) ( )

d

d d

( ) ( )

+ ( ) ( , ) ( )

T

Th

h h

x t P Q s x t
V t s

x t s Q s S s x t s

x t s R s x t sq q q

-

- -

é ù é ù é ù
= ê ú ê ú ê ú+ +ë û ë û ë û

+ +

ò

ò ò ，

(1-12)

其待定参数中 P 为实数矩阵，而其它参数矩阵均为实函数矩阵，可以较大程度上放

松待定参数的求解域。文献[42]指出基于完全型 L-K 泛函是可能得到线性时滞系统

的充分必要的稳定性判据的，其定理如下：

定理 1-2[42] 若一个线性时滞系统是渐近稳定的，那么必然存在一个完全平方函

数 ( )V t ，使得对任意 1 2 0e e >， 和 [ ,0]x hÎ - ，有下式成立

2
1

2
2

( )

)(

V x x

V x x

e

e

³

£ -

，

。
(1-13)

与传统 Lyapunov 理论不同，定理 1-2 给出了线性时滞系统渐近稳定的充分必要

条件。从理论上来说，如果可以保证在构造完全型泛函时的保守性足够小，那么我

们就可以得到十分精确的线性时滞系统稳定性条件，甚至是充分必要的稳定性条件。

然而，完全型 L-K 泛函在引入矩阵函数增大泛函的求解域的同时，也带来了巨

大的挑战——如何在引入尽可能小的保守性的情况下，构造合适的矩阵函数使得式

(1-13)成立。这也解释了虽然完全型 L-K 泛函的形式及相关理论很早就已经给出了，

但在这之后的三十年，很少有学者延续这一研究。直到 1997 年，Gu 提出了离散化

Lyapunov 函数的思想，利用分段线性矩阵函数构造了一类完全型 L-K 泛函，得到了
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时滞系统的稳定性判据[69]。但这种离散化的方法仅仅适用于线性定常时滞系统的稳

定性分析中且计算复杂，因此没有得到广泛应用。随着 SOS 技术的发展和广泛应用，

使得构造连续(这里指的是矩阵函数在除了 0s = ， s h= - 处以外关于 s 连续)的完全

型泛函成为可能。Peet 在文献[70]中提供了一种构造完全型泛函的方法，并利用这

类完全型泛函研究了线性多离散时滞系统的稳定性问题，所得的结果以 LMI 的形式

给出。这种构造方法的主要思想是将完全型泛函进行 LMI 参数化，利用平方根的方

法将完全型泛函写成
0

( , ) ( , )dT

h
f x s Tf x s s

-ò 的形式，其中T 为常数矩阵， ( , )f x s 是关于

状态变量 x 和 s 的阶数可调的多项式函数向量。 0T > 可以确保完全型泛函的正定

性，阶数越大，构造的完全型泛函的待定参数矩阵越多，基于此得到的稳定性判据

保守性越小。

基于半群理论和线性算子理论，Peet 将时滞系统写成分布式参数系统

(Disturbuted parameter system，DPS)，并将这类完全型泛函写成了线性算子内积

( ) ,V t c c= (其中 为线性算子)的形式。文献[71]给出了线性算子 的逆线性算

子
1-
的形式，使得这类完全型泛函的方法可以应用到控制以问题的研究中，并基

于此，研究了耦合微分方程的控制问题。文献[30]研究了线性多时滞系统的H¥观测

器设计问题，所设计的观测器不仅可以修正对系统当前状态的观测值，还可以修正

对系统过去状态的观测值。文献[29]研究了线性多时滞系统的H¥控制问题，所设计

的控制器充分利用了系统当前的状态、过去的状态值，得到了保守性较小的 H¥ 控

制器设计方法。

L-K 泛函导数的处理研究现状1.2.2

构建了 Lyapunov- Krasovskii 泛函之后，下一步便是求取泛函导数。若泛函导数

满足半负定，则时滞系统是稳定的。很明显，泛函导数的求取是影响结果保守性的

直接因素。下面，我们将分别介绍直接构建型 L-K 泛函和完全 L-K 型泛函两类泛函

如何求取和处理泛函导数。

对直接构建型 L-K 泛函来说，在求取泛函导数时都会产生负的积分项，如

( ) ( )d
t T

t h
x s Zx s s

-
-ò 。常用的方法有以下确定模型变换法、自由权矩阵方法、不等式

技术以及凸组合方法等。

确定模型变换法：基于牛顿-莱布尼兹公式进行系统变换，目的是在求取泛函导
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数时产生能够抵消积分项 ( ) ( )d
t T

t h
x s Qx s s

-
-ò 的交叉项。常用的模型变换法有基于

Park 不等式[72]和 Moon 不等式[73]的模型变换法以及广义系统模型变换法[74]。两者均

是等价变换，在变换上没有明显的区别，但后者在仿真实例上稍优于前者，是目前

处理泛函导数常用的一种方法。以系统(1-4)为例，应用广义系统模型变换得,

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )d
t

t

x t y t

y t A A x t A x s s
t-

=ìï
í

= + -ïî ò 。
(1-14)

用确定模型变换法处理泛函导数时，需要结合不等式的使用，如

12 T T Ta b a Xa b X b-- £ - 。

自由权矩阵方法：通过引入自由矩阵以增加稳定性判据的自由度。主要有两种

方式：基于牛顿-莱布尼兹公式得到自由权矩阵等式[48,75]，如

1 2 3( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( )d ( )) 0
tT T T

t
x t N x t N x t N x t x s s x t h

t
t

-
+ + - ´ - - - =ò 。 (1-15)

基于系统方程得到自由矩阵等式，如由系统(1-4)可得

1 2 3 1( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( )) 0T T Tx t N x t N x t N x t Ax t A x t ht+ + - ´ - - - = 。 (1-16)

将得到的自由矩阵等式加到原有的 Lyapunov- Krasovskii 泛函导数上，可以增加

稳定性判据的自由度，适用性强且不会带来任何的保守性。因此一经提出，便得到

了广泛的应用。

不等式技术：不等式技术是目前时滞系统研究的主要方法。主要的思想是借助

不等式技术将积分项放缩成 LMI 能够直接求解的二次型的形式。常用的积分不等式

有 Jensen 不等式[3,20]、Wirtinger 不等式[18,19,26,33]、基于自由矩阵的不等式[21]和

Bessel-Legendre 不等式[34]等。显然，不等式技术的引入势必带来一定的保守性。随

着不等式技术的发展，保守性不断降低，得到的稳定性判据也越来越接近于充分必

要条件，但这是以计算复杂度的不断增加为代价的。

凸组合方法：凸组合方法主要是用于对时变时滞系统[17,76]的研究和分析中。考

虑 0 ( )t ht£ £ ，首先先将积分项 ( ) ( )d
t T

t h
x s Zx s s

-
-ò 拆分为

( )
( ) ( )d

t t T

t h
x s Zx s s

t-

-
-ò 与

( )
( ) ( )d

t T

t t
x s Zx s s

t-
-ò 两部分，然后利用不等式技术得到 1 2( ) ( ( )) 0t X h t Xt tF+ + - < 形

式的稳定性判据。由凸组合的性质得 1 2( ) ( ( )) 0t X h t Xt tF+ + - < 等价于 1 0hXF+ <
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和 2 0hXF+ < 。显然，这样的稳定性判据相比之前的 1 2 0hX hXF+ + < ，在一定程

度上可以降低保守性。

相比直接构建型 L-K 泛函，完全型 L-K 泛函导数的求取就比较简单了。完全型

泛函的导数可以直接写成完全平方函数(1-12)的形式，通过证明存在一个正定完全

平方函数与其相加为 0 来证明其负定性。这个过程不需要任何的数学变换和不等式

技术，因此在泛函求取这部分不会产生任何的保守性。结合定理 1-2，若所构造的

完全平方函数的形式(完全型 L-K 泛函)可以表示任意的完全平方函数，从理论上来

看，基于完全型 L-K 泛函有可能得到线性时滞系统稳定的充分必要条件。这是完全

型 L-K 泛函相较于直接构建型 L-K 泛函的优势。

1.3 基于 L-K 泛函的时滞系统稳定性研究存在的问题

虽然随着 L-K 泛函分析方法和 LMI 技术的发展，时滞系统的研究在近二十年

来取得了一系列较好的成果[77-82]。但是相对时滞的存在对时滞系统的研究和实际工

程系统的控制分析带来的困难，仍存在着较多亟待解决的问题。

首先，现有文献大多将时滞系统用一类含时滞的常微分方程(Delayed ODE)来表

示，忽视了时滞系统的时滞特性和无穷维特性。近年来学者们一直致力于如何更为

充分地利用时滞系统自带的时滞特性以降低研究结果的保守性。虽然目前对于线性

时滞系统，基于直接构建型 L-K 泛函与不等式放缩技术已经可以得到较好的结果[89-

90]，但是代价是计算复杂度的增高。另外为获得保守性较小的结果，这类方法需要

针对不同的线性时滞系统调整、构造不同形式的 L-K 泛函，结合不同的不等式放缩

技术，因此系统适应性较差。尤其是当系统结构变得复杂或者含有多个不同时滞时，

这类方法便不再适用(所得结果的保守性较高或者计算、分析复杂度较高)。而现实

生活中，系统中可能同时存在多个时滞，如采用集中控制的电力系统，多区域的电

网连接组成一个大系统，不同区域到达中心控制器的网络诱导时滞不同；多智能体

协同系统，各个智能体之间通过无线/有线网络传递信息，执行器动作时间等环节均

会引入一定的时滞；多人淋浴系统，当多人分享同一蓄水池中的水，对每一位淋浴

者来说水从蓄水池到达淋浴头需要经历距离不同，所经历的滞后时间便不同等等。

然而据作者所知，对于线性多时滞系统的稳定性问题以及观测器设计研究，鲜少由

文献进行研究；

其次，随着计算机技术的飞速发展，计算机成为了许多实际操作系统的一部分。
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而计算机无法处理连续信号，因此需要采样、量化等环节，将连续信号化作数字信

号，将连续时间系统转化为离散时间系统或者不完全的连续时间系统。因此对于这

类实际工程系统，离散时间时滞系统的分析和研究成果更为有效和直接。对于离散

时变时滞系统以及递归神经网络时滞系统的研究，大多数文献采用直接构建型 L-K

泛函的方法，使用 Wirtinger 求和不等式，而且需要结合凸组合法处理时滞，使得结

果具有一定的保守性。

最后，考虑到非线性时滞系统在实际生活、生产广泛存在，我们常常需要使用

T-S 模糊时滞系统来模拟。然而目前对于 T-S 模糊时滞系统的研究，仍然是以直接

构建型 L-K 泛函的方法为主。文献[81]构建了新的增广型 L-K 泛函，得到了确保 T-

S 模糊时变时滞系统渐近稳定和镇定的充分条件，但使用的仍然是保守性较大的

Wirtinger 积分不等式。另外，考虑网络化环境，对于这类系统的采样控制的研究并

不多，采样状态信息以及时滞信息利用不充分，使得结果具有一定的保守性。

1.4 本文的结构安排

论文采用 Lyapunov-Krasovskii 泛函的方法，并以 LMI 和 LOI 方法为基础，分

别研究了线性和非线性时滞系统的稳定性问题，丰富和改进了现有的研究成果。本

文的组织结构如图 1-2 所示。具体的内容安排如下：

第 1 章主要介绍了时滞系统的研究意义，时滞系统稳定性分析的研究现状，其

中着重介绍了目前常用的几种 Lyapunov-Krasovskii 泛函的构建方法及泛函导数处理

方法，以及相关研究存在的问题。

第 2 章主要介绍了本文研究所使用的 LMI 方法、LOI 方法，与 LOI 方法相应的

MATLAB 的 PIE 工具箱的使用方法。

第 3 章研究了一类含有离散、分布式时滞的连续线性多时滞系统的稳定性问题。

借鉴基础状态概念，重构了其系统状态方程，构建偏积分(Partial Intergral，PI)算子

形式的完全型 L-K 泛函，得到基于 LOI 的时滞相关稳定性判据。所得判据通过

MATLAB 的 PIE 工具箱求解得到系统稳定所允许的时滞上界，验证了所提方法的有

效性。

第 4 章针对含传感器噪声的连续时间线性多时滞系统，设计了一类偏微分方程

观测器。所设计的观测器改进了 Luenberger 观测器，可以同时修正对系统当前、历

史状态的观测值。构建 PI 算子形式的完全型 L-K 泛函，得到满足时滞相关H¥鲁棒
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性能指标的状态观测系统设计方法，所得判据以 LOI 形式给出。通过 MATLAB 的

PIE 工具箱求解得到其H¥范数界，验证了所提方法的有效性。

连续
线性
多时滞
系统的
时滞
相关
稳定性

分析

基于LOI/LMI的时滞系统时滞相关稳定性研究

线性时滞系统 非线性时滞系统

离散

线性

时滞
系统的

时滞

相关
稳定性

分析

离散

递归
神经网
络系统
的时滞

相关
稳定性

分析

结论

连续
线性

多时滞
系统的
时滞

相关观
测器优

化设计

T-S
模糊

时滞系
统的时
滞相关
稳定性
分析及

控制

图 1-2 本文的组织结构

Fig. 1-2 The structure of this dissertation

第 5 章针对线性离散时滞系统的稳定性问题，提出新的求和不等式，构建直接

构建型 L-K 泛函，结合新型求和不等式技术，得到相应的时滞相关稳定性判据。通

过 MATLAB 的 LMI 工具箱求解得到系统稳定所允许的时滞上界，验证了稳定性判

据的有效性。

第 6 章针对离散递归神经网络时滞系统的稳定性问题，构建直接构建型 L-K 泛

函，结合改进的不等式技术，得到相应的时滞相关鲁棒稳定性判据。通过

MATLAB 的 LMI 工具箱求解系统稳定所允许的时滞上界，验证了结果的有效性。

第 7 章针对 T-S 模糊时滞系统的采样控制问题，借鉴环函数的思想，构建了新

的泛函形式来判断 L-K 泛函的性质，从而放松了一直以来 L-K 泛函在整个时间运行

域内单调递减的限制条件，得到新的时滞相关稳定性分析判据及控制器设计方法。

通过 MATLAB 的 LMI 工具箱求解并验证所设计控制器的有效性。

最后，对全文的工作进行了总结，指出了本文的主要贡献及研究方法中存在的

不足，并对今后的研究工作进行了展望。
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第 2 章 LMI/LOI 方法

2.1 引言

本章介绍了两种处理凸优化问题的工具——LMI 方法和 LOI 方法，其中 LOI 方

法是基于 SOS 理论最新的完全型泛函构建及实现方法。LMI 方法与 LOI 均可以用

来有效、准确地分析和解决控制理论中的很多问题。鉴于 LMI 方法是大家所熟知的，

我们将从 LMI 方法开始，简单介绍了 LMI 方法，重点介绍 LOI 方法，及 LOI 方法

在 MATLAB 的实现——基于 SOS 工具箱的 PIE 工具箱的使用方法。

2.2 LMI 方法

线性矩阵不等式技术可以将所有的 LMI 问题看作凸优化问题，与 Lyapunov 理

论结合可以有效、准确地分析和解决控制理论中的很多问题，一经提出便成为了如

今控制理论中常用的分析和求解工具[22]。早期的 Riccati 方程方法需要预先调整、

选取参数矩阵，与 Riccati 方程方法相比，LMI 技术只需要将所有的问题化为相应的

凸约束条件，然后借助 MATLAB 的 LMI 工具箱进行求解。这很大程度上提高了我

们的求解效率，降低了求解问题的保守性。

一个标准的线性矩阵不等式具有以下形式，

0
1

( ) 0
m

i i
i

F x F x F
=

= + £å ， (2-1)

其中， 1 2[ , , ..., ]T m
mx x x x= Î 是一个实数向量，称为线性矩阵不等式(2-1)的决策向

量， T n n
i iF F ´= Î 为一组给定实对称矩阵。 : m n nF ´® 是关于 x 的仿射函数。

( ) 0F x £ ，表示矩阵半负定，即对于
nx Î ，有 ( ) 0T F xx x < 。不等式(2-1)为非严

格线性矩阵不等式，当要求 ( ) 0F x < 时，则称其为严格线性矩阵不等式。

经过适当的处理，系统控制中的很多问题都可以转化为标准线性矩阵不等式

(2-1)的求解问题。如果能够获得满足式(2-1)的 x 的值，则称其为可行解，相反则这

个不等式不可解。以常见的 Lyapunov 不等式为例，

0
0T

P
A P PA Q

>

+ + £

，

，
(2-2)
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其中，
n nA ´Î ， n nQ ´Î 为已知矩阵。式(2-2)是关于 P的线性矩阵不等式， P 是需

要求解的决策矩阵变量。因为 P 是对称矩阵，所以实际的决策变量的个数是

( 1)
2

n n +
。令

1 2

1 2 1

( 1)/2

*
=

* *
* * *

n

n n

n n

x x x
x x

P

x

+ +

+

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

。 (2-3)

我们可以将式(2-2)写成标准 LMI (2-1)的形式如下，

( 1)/2

1
1
( 1)/2 ( 1)/2

2
1 1

( ) 0

( ) ( ) 0

n n

i i
i

n n n n
T T

i i i i
i i

F x x I

F x A x I x I A Q

+

=

+ +

= =

= - <

= + + £

å

å å

，

。

(2-4)

其中， n n
iI

´Î 为 ix 相应位置为 1，其余位置为 0 的对称矩阵。若存在满足条件的

( 1,2, , )ix i m= 构成 P 矩阵，则说明此系统是稳定的，若不存在，则此系统的稳定

性不能确保。得益于内点法的提出，式(2-2)可以借助 MATLAB 的 LMI 工具箱直接

求解，这也使得线性矩阵不等式真正成为了解决系统控制问题的主要工具。

2.3 LOI 方法

因为本文使用的 LOI 方法是基于 SOS 方法的，因此我们首先介绍 SOS 方法。

当 LMI 中出现矩阵函数时，例如 F 为关于决策变量的矩阵函数，或者决策变

量本身为函数，此时 LMI 技术已经不再适用，平方和多项式技术应运而生。

一个标准的平方和多项式(SOS)具有如下形式[23]，

2

1
( ) ( )

m

i
i

p x f x
=

=å ， (2-5)

其中， ( )p x 和 ( )if x ( 1,2,...,i m= )为多项式函数。

显然，若 ( )F x 是 SOS，则对任意的 x ，有 ( ) 0F x ³ 。因此，若任意的多项式矩

阵函数 ( )F x 可以利用平方和分解的思想化为 SOS，则 ( ) 0F x ³ 。虽然 SOS 条件只是

判别多项式非负性的充分条件，但从数值算例来看，保守性较小。当然，只有在

( )p x 是偶次阶数的情况下，这种平方分解的思想才可以应用。对于多项式的平方和

分解问题有以下引理。
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引理 2-1[23]若多项式 ( )F x ( deg( ( )) 2F x d= )是 SOS，当且仅当存在半正定矩阵

0Q ³ 以及单项式向量函数 ( )Z x ( deg( ( ))F x d£ )，使得，

( ) ( ) ( )TF x Z x QZ x= ， (2-6)
其中， ( )Z x 是关于 x 的单项式向量函数。

引理 2-2[31] 若多项式 ( )iS x ( 0 1 2i = ，，， )是 SOS，定义 0
1

( ) ( )+ ( ) ( )i i
i

F x S x g x S x
=

= å ，

则对任意的 { }, ( ) 0ix S x g x=Î ³： ，有

( ) 0F x ³ 。 (2-7)

注 2-1 引理 2-1 给出了关于 x 的全局正定性条件，引理 2-2 给出了关于 x 的局

部正定性条件。

SOS 方法的提出为完全型泛函的构建提供了新的思路。Peet 基于 SOS 方法提出

了完全型 L-K 泛函线性算子参数化的方法，基于此方法构建的完全型泛函保守性极

小，因此所得到的结果基本接近充分必要条件，但由于完全型泛函的待定参数为多

项式矩阵函数参数，而且需要推导、计算将所有约束化为 SOS 约束，因此计算过程

复杂繁琐。LOI 方法的提出便是为解决这一问题。LOI 方法允许最后的约束条件以

类似线性矩阵不等式——线性算子不等式的形式给出，允许矩阵参数取为算子参数。

当 LOI 中的线性算子形式为特定的线性 PI 算子(见定义 2-1)时，基于 SOS 工具箱，

Peet 给出了相应的 MATLAB 的 PIE 工具箱，可以直接求解这类 LOI，大大简化了分

析过程，提高了求解效率。

本文中的 LOI 方法是基于线性 PI 算子给出的，因此我们首先介绍线性 PI 算子。

定义 2-1[28]若线性算子 { }
1

2
, ,

,
m n p q

i

P Q
Q R

Z Z
é ù

®ê ú
ë û

：
，

具有如下形式：

{ }

0

11
0

2 0 1 21

1

2

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

d,

d di
sT

s

Px Q s s sx
s

Q s x R s s R s R s

P Q
Q R

f

f f q f q q q f q q

-

-

é ù
ê

é ù+æ öé ù ê ú=ç ÷ê úç ÷ ê úë ûè ø + + +ê úë
û

û
ú

ë

ò
ò ò

，
，

： (2-8)

其 中 ， 矩 阵
p mP ´Î ， 矩 阵 函 数 [ ]1 2 1,0p nQ W ´Î - ， [ ]2 2 1,0q mQ W ´Î - ，

[ ]0 2 1,0q nR W ´Î - ， [ ] [ ]1 2 1,0 1,0q nR W ´ é ùÎ - ´ -ë û和 [ ] [ ]2 2 1,0 1,0q nR W ´ é ùÎ - ´ -ë û，则称这类

线性算子为 4 偏积分(4 Partial Intergral，4PI)算子。

注 2-2 本文中只涉及 4PI 算子，为叙述方便，我们简称其为偏积分(PI)算子。

基于所定义的 PI 算子，我们可以将完全型 L-K 泛函写成 PI 算子内积的形式。

例如下面的完全型 L-K 泛函，
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( )
0

1
0

0 T
11 1

0 T
21

0

( )( ) ( )
( ) ( )( , ) ( , )

+ ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

d

d

d

s

T

s

T P Q sx t x t
V t s

Q s R st s t s

t s R s t d s

t s R s t d s

f f

f q f q q

f q f q q

-

- -

-

é ùé ù é ù
= ê úê ú ê ú

ë û ë ûë û

+

ò

ò ò
ò ò 。

(2-9)

可以写成 PI 算子内积的形式如下，

( ) , ZV t = ， (2-10)

其中， ( ) ( ), ( , )
TT Ts x t t s Zfé ù= Îë û： ， { }

,
T

i

P Q
Q Rê

û
=

é ù
ú

ë ，
： 为 PI 算子，满足 Z Z®： 。

为研究系统的稳定性或者控制问题，我们需要保证式(2-10)的正定性及其导数

的半负定性，求解 LOI 得到满足条件的 PI 算子 ，即相应的矩阵函数参数 P ，

( )Q s ， 0 ( )R s ， 1( , )R s q ，和 2 ( , )R s q ，甚至可能需要求得 PI 算子 的逆算子。

LMI 的运算规则是基于常数矩阵的，而 LOI 的运算规则是基于线性算子的。具

体地，在本文中的 LOI 是基于 PI 算子的，相应的矩阵参数需要参数化方法可以得

到。目前有相应的 MTALAB 的 PIE 工具箱可以直接求解这类 LOI，因此本文不作

过多叙述，具体的运算参数化方法可参考文献[28]。这里给出了正定自共轭 PI 算子

的参数化方法、逆 PI 算子的参数化方法及 PI 算子 Composition 的参数化方法。

1) 正定自共轭 PI 算子的参数化方法

引理 2-3[77]对任意的多项式矩阵函数， [ ] 1
1 1,0 m nZ ´- ®： ， [ ] [ ]2 1,0 1,0Z é ù- ´ -ë û：

2m n´® ( 1Z ， 2Z 阶数均可调)和函数 ( ) 0g s ³ ， [ ]1,0sÎ - ，若定义

11

12 1 13 2 14 2

0 1 22 1

1 1 23 2 2 42 1

2 33 2 2 4

0

1

3 2

0

1

0

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ,

d

d d

d) ( ) ( , ) (

s

s
T

T T

sT T

s

P T g s s

Q s g s T Z s g T Z s g T Z s

R s g s Z s T Z s
R s g s Z s T Z s g Z s T Z

g Z s T Z g Z s T Z
h

h h h h h h

h h h h h

q q q h q q q q

-

-

=

= + +

=

= +

+ +

ò
ò ò

ò ò

，

，

，

2 44 2

2 1 32 2 2 24 1

2 33 2 2 34 2

2

1

0

44 21

, )

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

d

d

d d

d

T

T T

T T

s

s T

g Z s T Z

R s g s Z s T Z s g Z s T Z

g Z s T Z g Z s T Z

g Z s T Z

h

h

h

h q

q q q h q

h h h h h

q q q h q q q q h q

q q q h q

-

-

+

= +

+ +

+

ò

ò ò

ò

，

。

(2-11)
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其中，

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

*
*

0
*

* * *

T T T T
T T T

T
T T

T

é ù
ê ú
ê ú= >
ê ú
ê ú
ë û

， (2-12)

且 11
m mT ´Î ， 1 1

22
m mT ´Î ， 2 2

33
m mT ´Î 和 2 2

44
m mT ´Î ，则对任意的 ,m n

x
Z

f
é ù
ê ú
ë û

Î ，PI 算

子 { } , ,

,
T

i
m n m n

P Q
Q

Z
R

Z
é ù

®ê ú
ë û

：
，

满足

{ }
,

0T
i

P Q
Q R
é ù
ê ú
ë û

> ，
，

(2-13)

特 殊 地 ， 当 1, 2, 3i = 时 ， 令 4 3i iT T= ， 4 3i iT T= ， 和 44 33T T= ， 可 得

1 2( , ) ( , )R Rs sq q= 。此时得特殊的正定自共轭 PI 算子—— { }0 1 1

,
, ,T

Q
Q R R R
Pé ù

ê ú
ë û，

。

注 2-3 引理 2-3 引入了函数 ( )g s ，多项式矩阵函数 [ ] [ ] 2
2 1,0 1,0 m nZ ´é ù- ´ -ë û ®：

和 [ ] 1
1 1,0 m nZ ´- ®： ，其中 1( )Z s ， 2 ( , )Z s q 的引入是为了构建多项式矩阵函数 ( )Q s ，

0 ( )R s ， 1( , )R s q 和 2 ( , )R s q 。 ( )g s 的引入是为了确保 [ ]1,0sÎ - ，应用引理 2-2，在实

际求解过程中，通常令 ( )=1g s 和 ( )= ( +1)g s s s ，分别构建正定 PI 算子，将二者的和

作为最终的正定 PI 算子。据此，我们给出如下引理：

引理 2-4[30] 若存在 PI 算子 { } , ,

,
T

i
m n m n

P Q
Q

Z
R

Z
é ù
ê ú

û
®

ë
：

，
的矩阵参数 0 1 2, , , ,P Q R R R

满足

{ } { } { }
1 21 2

1 1 2 2

, ,
+

,
=T T T

i i i

P PP Q Q Q
Q R Q R Q R
é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û， ，

，
，

(2-14)

其中， { }
1

1

1

1

,
T

i

P Q
Q R
é ù
ê ú
ë û，

为满足引理 2-3 且令 ( )=1g s 所得的 PI 算子， { }
2

2

2

2

,
T

i

P Q
Q R
é ù
ê ú
ë û，

为

满足引理 2-3 且令 ( )= ( +1)g s s s 所得的 PI 算子。显然有

{ }
,

0T
i

Q
Q
P

R
é ù

>ê ú
ë û，

。

2) 逆 PI 算子的参数化方法：

定义 2-2 若对任意 XÎ ,存在线性算子 1 X X®： 和 2 X X®： 满足

1 2 2 1= = ， (2-15)
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则称 1 ， 2 互为逆算子，即 1
1 2
- = 或者 1

2 1
- = 。

定理 2-1[30] 若 PI 算子 满足有界、正定和自共轭，则 1- 存在，且满足有界、

正定和自共轭。

注 2-4 虽然有界、正定和自共轭 PI 算子的逆算子的存在性毋庸置疑，但是由

于 PI 算子本身结构的复杂性(含有两个 Kernel 部分， 1( , )R s q 和 2 ( , )R s q )，目前来说，

PI 算子逆算子的参数化方法仍然是一个很大的挑战，有待后续的研究。但是当 PI
算子的两个 Kernel 部分相等时，即 1 2( , ) ( , )R Rs sq q= ，目前已有其逆算子的参数化

方法。

这里仅给出 { }0 1 1

,
, ,T

Q
Q R R R
Pé ù

ê ú
ë û，

的逆算子参数化方法。下面给出相应的引理。

引理 2-5[71] 假设有界、正定和自共轭 PI 算子 { }0 1 1

,
, ,T

Q
Q R R R
Pé ù

ê ú
ë û，

满足

( ) ( )Q s HY s= ， ( , ) ( ) ( )TR s Y s Yq q= G ，其中 ( )Y s 是阶数为 d 的单项式向量函数， G

是对称矩阵。令

( )
( )

0 1
01

11 1

1

ˆ( ) ( ) ( )

ˆ

ˆˆ ( )

T

T

T

K Y s R s Y s ds

H P H KH P H I K

H H I K

-

-

-- -

-

=

= - - G

G = - +G + G

ò ，

，

。

(2-16)

若我们定义

( ) 1

1
0 0

0

0 0

ˆ ˆ

ˆ ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆˆ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

T

P I HKH P

R s R s

Q s HZ s R s

R s R s Y s Y Rq q q

-

-

= -

=

=

= G

，

，

，

。

(2-17)

然后，构建 { }0 1 1

ˆ,
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ
ˆ

T

Q

Q R

P

R R
=

é ù
ê ú
ê úë û

：
，

，则有 *ˆ ˆ= ，且对任意 XÎ ,满足

= =ˆ ˆ 。 (2-18)
此时， ˆ， 互为逆算子，记 1 ˆ- = 。

注 2-5 在基于 PI 算子框架对无限维系统的分析研究中，需要构建完全型 L-K 泛

函V = ， ，其中 为有界、正定和自共轭 PI 算子。若在研究中不需要求取
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的逆算子，如稳定性分析问题，则定义 为任意满足引理 2-4 的正定自共轭 PI
算子(不要求 1 2( , ) ( , )R Rs sq q= )；若在研究中需要求取 的逆算子，如控制器设计或

者观测器设计问题，则需要定义 为满足引理 2-4 的特殊正定自共轭 PI 算子

{ }0 1 1

,
, ,T

Q
Q R R R
Pé ù

ê ú
ë û，

。

3) PI 算子 Composition 的参数化方法

引理 2-6[77] 对于 PI 算子 { } 1 1

1
, ,

2

,
, p q p q

i

A B
Z Z

B C
ì ü
í ý ®
î þ

： 和 { } 1 1

1
, ,

2

,
, m n p q

i

P Q
Z Z

Q R
ì ü
í ý ®
î þ

： ，

其中矩阵 A， P ，多项式矩阵函数 1B ， 2B ， 1Q ， 2Q ， iC 和 iR 满足相应的维数条件，

则对任意 ,m n

x
Z

f
é ù

Îê ú
ë û

，

{ } { } { }
1 1 1

2 22

ˆ ˆ, , ,
( ) : ( )ˆ ˆ , ,, i ii

Q B Qx x
s s

B C Q RQ R f f

ì ü ì ü ì üé ù é ùï ï =í ý í ý í ýê ú ê ú
ë û ë ûî þ î þï ïî þ

， (2-19)

其中，

0

1 21
0

1 1 1 0 1 1

1 21

2 2 0 2 1 21
0

2 2

0 0 0

1 2 1 0 1 1

ˆ ( ) ( )

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , )

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( )

ˆ ( ) ( ) ( )
ˆ ( ,

d

) ( ) ( ) (

d

d

d

d

) ( , )

s
s

s

s

P AP B s Q s s

Q s AQ s B s R s B R s

B R s

Q s B s P C s Q s C s Q

C s Q

R s C s R s

R s B s Q C s R s C

h h h

h h h

h h h

h h h

q q q

-

-

-

= +

= + +

+

= + +

+

=

= + +

ò
ò

ò
ò

ò

，

，

，

，

1 2

0

1 11
0

1

2 2 1 0 2 2

2

1

0

1 2 2 21
0

2

( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

ˆ ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ,

d d

d

d) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

d

d

s

s

s

s R

C s R C s R

C s R

R s B s Q C s R s C s R

C s R C s R

C s R

q

q

q

q

q

q q

h h q h h h q h

h h q h

q q q q q

h h q h h h q h

h h q h

-

-

+ +

+

= + +

+ +

+

ò ò
ò

ò ò
ò

，

。
(2-20)

注 2-6 关于 PI 算子的运算规则，我们仅介绍以上大家可能更关心的三种规则，
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另外还有如何求取其共轭算子，如何求取和算子等，但实际上目前已有相应

MATLAB 的 PIE 工具箱直接进行求取，因此不再一一介绍，感兴趣的读者可以参考

文献[28]。

2.4 PIE 工具箱

PIE 工具箱是 SOS 工具箱的一种扩展，被用来计算、求解一些与多项式变量相

关的运算问题。用户需要定义相关的参数和变量以及约束条件，然后建立 SOS 程序

来解决问题。SOS 工具箱与 PIE 工具箱可在 https://codeocean.com/capsule/7653144/

获得。

利用 SOS 工具箱来解决包含不等式约束条件的 SOS 问题，即 SOS 的可行解问

题以及其线性目标最小问题。若我们定义单项式向量函数 ( )sZ x ( deg( ( )) 2sZ x d= )，

则可以构建一个常数矩阵C 使得 ( ) ( )sF x CZ x= ，此时 SOS 问题转化为 LMI 问题。

每个 SOS 问题都可以转换成等价的半正定规划问题。SOS 规划问题的求解实际上是

将其转换为可由 SeDumi 和 SDPT 求解的半正定规划问题。利用 MATLAB 的 SOS

工具箱可以将 SOS 规划问题转换为半正定规划问题，再将半正定规划问题的解还原

成 SOS 规划问题的解。具体求解过程如图 2-1 所示。

SOSP SDP

SOSP
Solution

SDP
Solution

SOSTOOLS

SeDuMi/
SDPT3

SOSTOOLS

图 2-1 SOS 工具箱求解过程

Fig. 2-1 The solution process using SOSTOOLS

在 SOS 工具箱的基础上，Peet 教授和 Sachin 拓展出了 PIE 工具箱。PIE 工具箱

是为求解 PI 算子不等式所给出的。文献[29,30,71]中，应用了 PI 算子构建完全型泛

函，但是文中给出的凸约束条件是用户手动执行转化为 LMI/SOS 约束的。PIE 工具

箱的提出解放了人们的双手，如图 2-2 所示，所有约束都在后台被重新定义为 LMI
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约束，转化为等效的半定约束条件，并由选定的 SDP 求解器求解。从 SDP 求解器

得到的解将通过 SOS 工具箱再转换为 PIE 格式以提高实用性。

为简化 PIE 程序编写过程，除了求解算子程序外，PIE 工具箱还加载了诸如加

法、结合、共轭运算的参数化工具。虽然将算子不等式转换为基于 SOS 工具箱可求

解的约束或直接转换为 SDP 的任务可以由用户手动执行，但是计算过程较为复杂，

需要改变积分顺序、计算多重积分等等。PIE 工具箱可以作为计算器，为用户处理

这些操作，大大减少了用户理解和实现这些转换的工作量。

LOI/PIE SDP

SOSP
Solution

SDP
Solution

PIETOOLS

PIE
Solution

图 2-2 PIE 工具箱求解过程

Fig. 2-2 The solution process using PIETOOLS

除此之外，PIE 工具箱结合 SOS 工具箱可以求解具有 LOI 约束的可行性检验和

优化问题。以下为具体实现步骤：

1) 定义多项式和算子变量；

2) 在 SOS 工具箱和相关 SOS 程序变量中初始化 SOS 程序；

3) 陈述算子值约束；

4) 将线性目标设置为最小化目标(可选)；

5) 调用求解器；

6) 获得可行解。

下面给出一个 PIE 工具箱解决问题的示例以及部分代码片段，简单展示 PIE 工

具箱的使用方法。

例 2-1 对 volterra 积分算子

0
( )( ) ( )d

s
x s x t t= ò ，
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求取其最小 2L 增益范数，即 2min{ | , , , [ , ]}x x x x x L a bg g£ " Î 。

显然，简化可得相应的优化问题是：

 s.t.
min

*
g

g£
，

。

此问题可以通过 PIE 工具箱来解决，因为算子 可以很容易地被转换为 PI 算

子。首先，定义标识符：

>> pvar s theta gamma；
>> opvar A; A.R.R2 =-1；

初始化了一个以 s，theta 为符号变量，gamma 为决策变量的 SOS 程序。最小化

目标函数可以通过下面的代码确定。

>> prog = sosprogram([s,theta],[gamma]);
>> prog = sosdecvar(gamma);

然后通过以下代码定义不等式约束 * 0g- £ 。

>> P = sosposopvar(prog,dim);
>> prog = sosopeq(prog, P+A’*A-gamma);

最后，使用以下命令求解程序并得到可行解

>> prog = sossolve(prog);
>> Gam = sosgetsol(prog, gamma);
>> disp(sqrt(Gam));

所得解为 ans = 0.6366，与理论分析值2 p 近似相等。但理论分析值得计算通常

需要长时间的计算求解和验证。PIE 工具箱还可用于为一些著名的不等式(如

Wirtinger 不等式、Poincare 不等式、Jensen 不等式等等)提供正定性或负定性的证明。

2.5 本章小结

本章介绍了本文所使用的 LMI 方法及 LOI 方法。这里的 LOI 方法是基于线性

PI 算子的线性算子不等式方法，着重介绍了求解 LOI 的 MATLAB 的 PIE 工具箱。

但由于 LOI 方法是最近提出、正在完善中的方法，本文只将其应用在连续线性时滞

系统的分析研究中(本文的第 3 章和第 4 章)，而对于离散时滞系统和非线性时滞系

统 (本文的第 5 章、第 6 章和第 7 章)仍然是基于较为成熟的 LMI 方法给出的。
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第 3 章 连续线性多时滞系统的时滞相关稳定性

分析

本章研究连续线性时滞系统的稳定性问题，基于 LOI 方法得到相应的时滞相关

稳定性判据。首先，将线性多时滞系统重构成考虑基础状态 ODE-PDE 方程表达式，

然后将其用分布式参数系统进行描述，并针对相应的分布式参数系统构建 PI 算子内

积形式的完全型 L-K 泛函，得到了 LOI 形式的线性多时滞系统的稳定性判据，所得

结果可以通过 MATLAB 的 PIE 工具箱求解。最后，数值仿真验证了本章所得结果

的有效性及优越性。

3.1 引言

LMI 技术和 L-K 泛函分析方法的发展使得时滞系统的研究在近二十年里涌现了

大量的研究成果。大部分文献将时滞系统方程用常微分方程来表示，通过构建适当

的直接构建型 L-K 泛函，利用不断改进的不等式技术，研究了时滞系统稳定性和控

制问题，以减小结果的保守性 [79-82]。例如文献[78,83]分别利用基于自由矩阵的积分

不等式技术以及 Besse-Legendre 不等式技术，得到了保守性较小的具有离散时滞的

线性连续时滞系统稳定性条件。

然而时滞系统实质上是一种无限维系统。由于 LMI 技术的局限性，以及直接构

建型泛函结构的特定性，上述研究成果需要将时滞系统无限维的特性转化为有限维，

导致时滞系统的时滞特性并没有被完全利用到。考虑到构建完全型 L-K 泛函能够充

分利用无限维系统的特性并且可能得到充分必要条件[42]，一些学者开始将其应用到

时滞系统的研究中。Gu 等提出了离散化构建方法，并得到了 LMI 形式的时滞系统

稳定性判据，所得结果接近于充分必要条件，但是缺点是计算复杂度高，模式单一，

无法应用于含不确定性或者时变参数系统的研究[69]；Peet 等提出了多项式函数形式

的完全型泛函构建方法，并基于此得到了一系列的研究成果[84-87]，分别研究了时滞

系统的稳定性问题、观测器设计以及控制器设计问题。在文献[29,30]中，时滞系统

被写成一类常微分方程与偏微分方程耦合(ODE-PDE)的形式，利用 PDE 部分将我们
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常常忽略的系统状态情况呈现出来，而后基于半群理论将其写成无时滞形式的分布

参数系统(Distributed Parameter System, DPS)来研究，使得现有的一些线性无时滞理

论成果得以应用，只需要将相应的 LMI 形式换成相应的线性算子不等式，简化分析

过程。但仍然需要利用线性参数化方法将所得结果以 LMI 的形式给出，计算复杂度

较高。最近，文献[88]针对 PDE 系统中提出了基础状态的概念，以基础状态空间来

描述 PDE 系统，可以将界值条件嵌入到系统方程中，大大简化了系统分析过程及计

算过程。本章将借鉴文献[88]提出的基础状态概念及最近的 LOI 框架来研究线性多

时滞系统的稳定性问题。

3.2 连续线性多时滞系统模型

考虑如下的线性多时滞系统，

0
1

1
1

0

2( ) ( ) ( ) ( d) ( )
i

K K

ii i
i i

x t A x t A x t A s x t s s
t

t
-

= =

= + - + +å åò ， (3-1)

其中， ( ) nx t Î 为系统状态向量，对任意 1 2i K= ，， ， ，假设时滞 0it > ，且对任

意 i j¹ ，有 i jt t¹ ， , [1,2, , ]i j KÎ 。 0A ， 1iA 为适当维数的系统参数矩阵，

[ ]2 ,0 n n
i iA t ´- ®： 为系统参数矩阵函数。

当时滞出现在系统的状态变量中时，这样的时滞称为离散时滞(discrete delay)；

当时滞出现在积分界值中时，这样的时滞称为分布式时滞(distributed delay)。当

1 0iA ¹ 且 2 =0iA 时，系统退化为仅含离散时滞的系统(retarded system)； 当 1 =0iA 且

2 0iA ¹ 时，系统称为分布式时滞系统。若 1K = ， 2iA 为常数矩阵时，系统(3-1)退化

为如下时滞系统，

[ ]

0

11 20 1( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ,0

dx t A x t A x t A x t s s

x t t t
t

t

j t
-

ì = + - + +ï
í

= Î -ïî

ò ，

。 (3-2)

显然，系统(3-2) 仅含有一个时滞，结构较为简单，文献[18,19,83]均研究了系

统(3-2)的稳定性问题，得到了保守性较小的结果。而系统(3-1)结构复杂，可以描述

多重时滞、两种时滞并存的复杂时滞系统。虽然我们可以试图将关于线性单时滞系

统稳定性研究的思想推广到对多时滞系统的研究中，但简单的推广可能导致保守性，

而且会伴随着推导、计算量的大幅度增长。据作者所知，在目前时滞系统的相关文

献中，鲜少有针对系统(3-1)的稳定性的研究。本章将基于完全型 L-K 泛函和 LOI 方
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法研究系统(3-1)的稳定性。由于 LOI 方法是基于 DPS 系统的研究结果的，我们首

先将所研究的系统进行 DPS 化。

3.3 系统 DPS 化

为使分析过程更为清晰，给出本小节所需要的符号标识如下，

[ ]

1

11 11 1

0

1 0 1 2
1 1

2 1 21 1 2

1

2

ˆ = ( )

ˆ ( )= ( ) ( )

1 0 0

10 0

10 0

d

d d

ˆ

s s

K K

i i i i
i i

K K K

K

T

Kn n

K

A A A A s s

A s A A A A

I

I
H

I

I I I I

t t

t t h h t t h h

t

t

t

-

´

-

= =

-

+ +

é ù
ê úë û
é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

=

+ +

å åò

ò ò

，

， ， ，

，

。

(3-3)

首先，考虑时滞系统的无限维特性，我们将系统(3-1)重构成考虑基础状态的

ODE-PDE 方程，过程分为以下三步：

1) PDE 部分

定义向量函数 ( , ) ( )i it s x t sf t= + ， [ 1,0]sÎ - ，则 ( , )i t sf 可以表示时滞系统(3-1)的

第 i个时滞通道的历史状态。显然，对 ( , )i t sf 的定义可以等效于

( ,0) ( )i t x tf = ， (3-4)
1( , ) ( , )it is

i

t s t sf f
t

= ， (3-5)

其中，式(3-4)称为界值条件，式(3-5)称为微分条件。定义

1 2 2( , ) ( , ), ( , ), , ( , )
TT T T nK

Kt s t s t s t s Lf f f fé ù= Îë û ， (3-6)

其中， ( , ) ( )i it s x t sf t= + 。同理得，对 ( , )t sf 的定义可以等效于

ˆ( ,0) ( )t Ix tf = ， (3-7)

( , ) ( , )t st s H t sf f= ， (3-8)
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其中，式(3-7)称为界值条件，式(3-8)称为微分条件。这是 PDE 方程的常见形式，界

值条件(3-7)影响 PDE 方程的求解，但并不出现在微分条件(3-8)中，导致 PDE 方程

求解困难。借鉴文献[88]提出的基础状态的概念，基于微积分运算规则，应用式

(3-7)得
0

0

( , ) ( ,0) ( , )

( d) ( , )

d

ˆ
s

s

t s t t

Ix t t

h

h

f f f h h

f h h

= -

= -

ò
ò 。

(3-9)

进而，将式(3-9)与式(3-8)联立，得

0ˆ ( ) ( , ) ( , )d ss
Ix t t H t shf h h f- =ò 。 (3-10)

则式(3-10)实现了界值条件与微分条件的一体化。

注 3-1 与 文 献[30]中 定 义 ( , ) ( )i t s x t sf = + 不 同 ， 我 们 定 义 向 量 函 数

( , ) ( )i it s x t sf t= + 。这是为了统一积分项的上下界，使得 [ 1,0]sÎ - ，而时滞项仅出

现在系统方程的矩阵参数中，而不是积分上下界里。这一点将大大简化后续的分析

以及求解过程。

2) ODE 部分

基于微积分运算规则，对任意函数 [ ]( ) 1,0g s - ®： ，有

0 0

0

0

1

1

1 1

0 0

0 0

1 1 1

d d

d

d

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , )

( ) ( ,0) ( ) ( , )

( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( , )

d d

d d

i
i i i

i i i

i i i i i is

i i i i is

s

g s x t s s g s x t s s

g s t s s

g s t s g s t s

g s s x t g d t s s

t

h

t t t

t t f

t t f t t f h h

t t t t h h f

-

-

- -

- - -

-
+ = +

=

= -

= -

ò ò

ò
ò ò ò
ò ò ò 。

(3-11)

由式(3-9)和式(3-11)成立，得系统(3-1)的 ODE 部分如下，

0

1 2

1 1 1

0
1 1

0 0

0 2
1 1

0

2
1

0

0 2

1

11
1

1

1

( )= ( ) ( ) ( ) ( )

( )+ (( )) ( , ) ( ( ) ) ( )

( ( ) ) ( , )

( ( ) ) ( )d

i

K K

i
i i
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is i i i
i i

K

i i i is
i

K K

i i i i
i i

i i

i

s

x t A x t A x t A s x t s ds

A x t A x t t d A s ds x t

A d t s ds

A A A s s x t

t
t

f h h t t

t t h h f

t t

-
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=
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-

=
-

=

-

+ - + +

= - +

-
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å åò ò
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å åò

(3-12)
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0

2
1

0

1

1

2

11

1

d d( ( ) ) ( , )

ˆ ˆ= ( ) ( ) ( , )d

K

i i i is

s

i

s

i
A A t s s

A x t s t sA s

t

f

t h h f
-

-

-
=

-

-

+åò ò

ò 。

3) PDE-ODE 方程

基于文献[88]提出的基础状态的概念，定义 ,( )= ( ), ( , )
TT T

f s n nKx t x t t s Zfé Îùë û ，联立

PDE 和 ODE 部分所得的式(3-10)和(3-12)，得系统(3-1)写成 PDE-ODE 方程如下，

0

1 210

( ) ˆ ˆ( ) ( , )d
ˆ ( ) ( , ) ( ,

( )
d )

s

s s

x t A x t A t s s
Ix t t t s

s

Hh

f
f h h f

-

é ùé ù -ê úê ú =
- ê úê úë û ë û

ò
ò

。 (3-13)

引理 3-1 若 ( )x t 满足式(3-1)，则 ( )x t 和 ( , )t sf 满足式(3-13)，其中 ( , )t sf 满足式

(3-7)和式(3-8)。

注 3-2 由引理 3-1 可知，系统(3-1)和(3-13)具有相同的解 ( )x t 。因此系统(3-13)

与系统(3-1)关于 ( )x t 具有相同的稳定性表现，可以通过研究系统(3-13)的稳定性来研

究系统(3-1)的稳定性。

进而，我们将所得的 ODE-PDE 方程(3-13)表示为 DPS 形式，

( =) ( )f fx t x t ， (3-14)

其中， ,( )= ( ), ( , )
TT T

f s n nKx t x t t s Zfé Îùë û ，线性算子 , ,n nK n nKZ Z®： ， , ,n nK n nKZ Z®： 。

由第 2 章给出的 PI 算子的定义(2-8)，得 ， 具体形式如下，

{ }

{ }
1 2

, 0

0,0,ˆ

ˆ ˆ,
00 ,0,

nK

I

I

A A

I

H

é ù
ê ú

-ê úë û
=

-
=

é ù
ê ú
ê úë û

，

。
，

：

：

，
(3-15)

其中， 1Â ， 2Â ， H 和 Î 如式(3-3)所示。由式(3-3)和式(3-15)可知，线性 PI 算子

是确定的、时滞无关的， 是时滞相关的。

引理 3-2 若 ( )x t 满足式(3-1)，则 ( )x t 满足式(3-14)，其中 ， 满足

, ,n nK n nKZ Z®： ， , ,n nK n nKZ Z®： 和式(3-15)， ( , )t sf 满足式(3-7)和式(3-8)。

证明 显而易见的是系统(3-13)和 DPS 系统(3-14)具有相同的解空间。若 ( )x t 满

足式(3-1)，由引理 3-1 可知， ( )x t 和 ( , )t sf 满足式(3-13)，进一步地， ( )x t 和 ( , )t sf 满
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足式(3-14)。证毕。

3.4 主要结果

由引理 3-2 可知，针对 DPS 系统(3-14)的研究结果适用于系统(3-1)。而系统

(3-14)的稳定性分析是相对简单的，基于这样的思想，本小节将基于新的 LOI 方法

和 DPS 系统的分析结果研究系统(3-1)的稳定性问题，为叙述简便，我们首先给出

DPS 系统的稳定性分析方法。然后利用 DPS 系统的稳定性分析方法得到系统(3-1)的

时滞相关稳定性判据。

DPS 系统的稳定性分析3.4.1

考虑下述 DPS 系统，

( =) ( )f fx t x t ， (3-16)
其中， ffx XÎ ，线性算子 fX Z®： ， fX Z®： 。针对该 DPS 系统，我们给出

以下稳定性判据。

定理 3-1 假设存在线性算子 Z Z®： 是有界的、正定的和自共轭的，使得对

任意的 ffx XÎ ,有下式成立，

* * 0+ < ， (3-17)
则系统(3-16)是渐近稳定的。

证明 构建 L-K 泛函如下

( )= ,f f f Z
V x x x 。 (3-18)

首先，由于 是正定算子，因此存在正常值d ，使得
2

( )f fV x xd³ 。L-K 泛

函的正定性得以保证。

其次，沿系统(3-16)的轨迹，对 ( )fV x 求导得

* *

( )= , ,

, ,

+

= , ( )

f f f f fZ Z

f f f fZ Z

f f Z

V x x x x x

x x x x

x x

= +

+ 。

(3-19)

由式(3-17)可得， ( ) 0fV x £ 。由 L-K 泛函稳定性理论可得，系统(3-16)是渐近稳

定的。证毕。
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注 3-3 显然，DPS 系统的形式与一般 ODE 类似，因此其稳定性研究结果与一

般 ODE 的稳定性研究结果类似，只是允许其中相应的矩阵参数为算子参数，这一

点可以扩展到 DPS 系统的控制、观测器设计等等研究中。这是我们使用 DPS 系统

作为时滞系统研究“中介”的原因，通过将时滞系统转化成 DPS 系统，系统形式以

及研究结果都将以一种简单、干净的形式来呈现。值得注意的是，具体的系统参数

都被封装在算子参数中，因此后续的求解和实现过程仍然是跟算子参数的复杂性相

关联的。

时滞相关稳定性判据3.4.2

由引理 3-2 可知，我们可以通过研究系统(3-14)的稳定性来研究系统(3-1)的稳定

性。借助 3.3.1 给出的 DPS 稳定性分析判据，本小节构建 PI 算子内积形式的完全型

泛函，得到系统(3-1)的 LOI 形式的时滞相关稳定性判据。

定理 3-2 假设存在矩阵
n nP ´Î ，多项式矩阵函数 [ ]2 1,0n nKQ W ´Î - ，

[ ]0 2 1,0nK nKR W ´Î - ， [ ] [ ]1 2 1,0 1,0nK nKR W ´ é ùÎ - ´ -ë û ，和 [ ] [ ]2 2 1,0 1,0nK nKR W ´ é ùÎ - ´ -ë û ，

使得 PI 算子 { }
1

2

,

i

P Q
Q R

ù
ê

û
=

é
ú

ë ，
： 满足引理 2-4 和

* * 0+ < ， (3-20)
其中， ， 的定义如式(3-15)所示，则系统(3-1)满足渐近稳定。

证明 由定理 3-1 知，若式(3-20)成立，则系统(3-16)满足渐近稳定。若 ，

的定义如式(3-15)所示，且定义 ,( )= ( ), ( , )
TT T

f s n nKx t x t t s Zfé Îùë û ，则系统(3-16)可以用

来表示系统(3-14)，由引理 3-2 可知，若系统(3-14)满足渐进稳定，则系统(3-1)满足

渐近稳定。证毕。

注 3-4 基于直接构建型 L-K 泛函和 LMI 方法对时滞系统进行的研究，需要针对

不同的时滞系统调整 L-K 泛函，结合不等式放缩技术而引入新的保守性。然而本章

提出的定理 3-2 则适用于任何可以转化成 DPS 系统(3-16)的时滞系统，系统适用性

强。同时定理 3-2 中所需要求解的参数变量为关于 s 的多项式函数，其阶数可调，

增大了求解域，结果可优化。

3.5 数值算例

由于现有文献对线性多时滞系统的研究成果并不多，但是当系统退化为式(3-1)
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的形式时，有较多文献结果可以引用比较。因此为验证定理 3-2 的有效性及正确性，

我们首先研究了两个典型的线性单时滞系统的仿真案例。

例 3-1 考虑如下连续线性时滞系统，

( ) (
0 1 0 0
2 0 1 1 0

) ( )x t x t x t t
é ù é ù
ê ú ê ú- .ë û ë û

= + - 。

该系统是很典型的时滞的存在给系统的稳定性带来积极影响的实例。当时滞t

为 0 时，该系统为无时滞系统，计算可得该系统方程的特征根存在正实部，该系统

发散。当系统存在时滞(t 不为 0)时，系统反而存在相应的稳定域，文献[3]指出该

系统稳定的理论分析界为 [ ]0.100169,  1.7178t Î 。

我们应用定理 3-2，建立了基于 LOI 的系统稳定性与时滞取值之间的关系，使

用 MATLAB 中的 PIE 工具箱求解出该系统 稳定所允许的时滞 区间为

[ ]0.100169,  1.7178t Î 。显然，应用定理 3-2 所求解的结果达到了文献[3]指出的

理论分析区间，精确度高达小数点后四位，保守性极小。

进一步，我们给出了当系统状态初始值为 [ ](0) 0.2;0.2x = (当 =1.7178t 时，令

[ )( ) 0 1.7178,0x s s= Î -， )， =0t 和 =1.7178t 的状态变化曲线，分别如图 3-1 和图 3-2

所示。从图中显然可得，当 =0t 时，系统是发散的；当 =1.7178t 时，系统满足渐近

稳定。

图 3-1 =0t 时系统状态轨迹

Fig. 3-1 The response of the state variables when =0t
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图 3-2 =1.7178t 时系统状态轨迹

Fig. 3-2 The response of the state variables variables when =1.7178t

例 3-2 考虑如下连续线性时滞系统，

0
( ) ( ) ( )d

0.2 0 1 0
0.2 0 1 1 1

x t x t x t s s
t-

= +
-é ù é ù

ê ú ê ú. - -û ë
+

ë û
ò 。

文献 [3] 给出了该系统稳定的理论分析界为 [ ]0.2000,  2.0412t Î 。应用定理

3-2，通过 MATLAB 中的 PIE 工具箱求解出了该系统在稳定前提下所允许的时滞区

间。所得结果以及相关文献的结果均呈现在表 3-1 中。从表 3-1 可以看出，应用定

理 3-2 所得结果达到了文献 [3]所得的理论分析界，精确度极高。

表 3-1 最大允许时滞区间

Table 3-1 The maximum admissible upper range t
方法 结果

文献[19] [0.2000, 1.8770]

文献[18] [0.2000, 1.9504]

文献[83] [0.2000, 2.0395]

文献[90] [0.2000, 2.0402]

定理 3-2 [0.2000, 2.0412]

注 3-5 例 3-1 和例 3-2 是时滞系统稳定性研究中两个被广泛引用和比较的数值

案例。对于这两个线性定常单时滞系统，基于直接构建型 L-K 泛函、保守性较小的

不等式放缩技术，结合 LMI 方法，目前已经可以给出较好的结果，例如针对例 3-1
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的时滞系统，文献[83] 给出了t Î [0.100169, 1.7122]，文献[89]给出了t Î [0.100169,

1.7177]；针对例 3-2 的时滞系统，文献[83] 给出了t Î [0.100169, 2.0395]，文献[90]

给出了 [ ]0.2000,  2.0402t Î 。但是相较于本章的结果，仍然存在一定的保守性。

另外，定理 3-2 还可以应用到分布式时滞反馈矩阵为矩阵函数和线性多时滞系

统的稳定性研究中。例 3-3 考虑了当 2iA 为矩阵函数时滞系统的稳定性问题，例 3-4

考虑了系统含有双时滞时的稳定性问题。

例 3-3 考虑如下连续线性时滞系统，

00.2 0.01 1 0.3 0.1
d

0 2 0 0.
( ) ( ) ( )

1
x t x t x t s s

s
t-

- +é ù é ù
ê ú ê ú- -ë û

+
û

+
ë

= ò 。

在文献[3]中给出该系统稳定的理论分析界为 [0.195,1.71]t Î 。而应用定理 3-2，

通过 MATLAB 中的 PIE 工具箱求解出了该系统在稳定前提下所允许的时滞区间为

[0.195,1.71]t Î ，达到了理论分析值的结果。

例 3-4 考虑如下连续线性时滞系统，

1 2

0 01.5 0 3 2.25
d d

0.5 1 0
1 0

( ) ( ) ( ) + ( )
0.5 0 1

x t x t x t s s x t s s
t t- -

-é ù é ù
ê ú ê ú-ë û ë û

-é ù
= + + +ê ú-ë û

ò ò ，

且有 1 2
1
2

t t= 。

文献[3]中指出该系统在时滞小于 2 的情况下满足渐近稳定。应用定理 3-2，通

过 MATLAB 中的 PIE 工具箱求解出了该系统在稳定前提下所允许的时滞 2t 的上界

为 1.999，保守性较小。

注 3-6 定理 3-2 是通过构建 PI 算子内积形式的完全型 L-K 泛函所得的。应用定

理 3-2 进行数值仿真时， 算子是基于多项式函数构建的，其中多项式函数的阶数

可调。假设这个阶数为 d (实际上可能不止含有一个阶数，且取值可以不同，但为简

化讨论，这里只用 d 代替)，则 d 的数值可以反映结果的精确性， d 越大，所得的结

果越精确。

注 3-7 由于完全型泛函本身的待定参数是矩阵函数，且在构建 L-K 泛函方面上

不产生保守性，相比直接构建型泛函，求解域显著增大，并且可实现寻优，因此是

最可能得到充分必要条件的方法，所得到的结果保守性趋近于 0，这一点从本章的

仿真实例中得到了验证。PIE 工具箱的出现极大地简化了我们的计算分析过程，使

得原本需要复杂的 LMI/SOS 呈现的结果能够以 LOI 的形式呈现和计算，大幅度降



第 3 章连续线性多时滞系统的时滞相关稳定性分析

- 35 -

低了研究者分析和计算过程的复杂度。

3.6 本章小结

本章讨论了一类含有连续线性时滞系统的稳定性问题。考虑基础状态概念，将

线性多时滞系统以一种新的状态方程表达式给出，然后将其写成 DPS 的形式。针对

DPS 系统形式的线性多时滞系统，构建 PI 算子内积形式的完全型 L-K 泛函，得到

了 LOI 形式的时滞相关稳定性判据。所得结果通过 MATLAB 的 PIE 工具箱求解。

最后给出数值算例验证了所提方法的有效性和精确性，最高精确度可达到其小数点

后四位。
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第 4 章 连续线性多时滞系统的时滞相关优化观

测器设计

本章研究具有传感器噪声的线性多时滞系统的 H¥ 状态观测器的设计问题。所

设计的状态观测器是一个偏微分方程，不仅可以修正对于时滞系统的当前状态估计

值，还可以修正多个时滞通道的系统历史的状态估计值。通过将线性多时滞系统以

及所构建的状态观测器写成考虑基础状态的 DPS 系统形式，构建 PI 算子内积形式

的完全型 L-K 泛函，得到了 LOI 形式的 H¥ 状态观测器的设计方法。通过

MATLAB 的 PIE 工具箱进行求解。数值仿真验证了所提方法的有效性和优越性。

4.1 引言

状态观测器设计在实际工程系统应用中具有重要的意义。在工程应用中，很多

系统的状态是不可测量或者完全跟踪的，利用原系统中可直接测量得到的输入或输

出信息，构建一个状态观测系统，实现状态重构，利用状态观测值替代原系统的状

态，实现对原系统的状态反馈控制。显然，观测器的精确程度将直接影响状态反馈

控制的性能表现。同时，随着人们对工业控制的精确性要求不断提高，时滞现象不

可忽略，时滞系统的状态观测问题引起了广泛的关注。如何进一步优化时滞系统的

观测器设计、有效抑制外部干扰对于观测性能的影响一直是这一研究领域的热门方

向[91,92]。

对于线性系统的状态重构问题，常用的分析方法是 Lyapunov 函数方法，将构

造的状态观测器系统与原系统做差，得到观测误差动态系统，通过所构造的误差系

统状态来判定观测器性能的优异与否。基于 Lyapunov 函数方法，文献[93]研究了含

状态时滞和输出时滞的线性离散时间系统的观测器设计问题，并给出了其观测器存

在性的充分必要条件；文献[94]针对含输出时滞的时变时滞系统设计了线性区间观

测器，实现了误差动态系统的非负性和对原系统状态的有效估计。文献[95]研究了

含不确定参数干扰的线性时滞系统的H¥观测器设计问题。文献[96]研究了具有不可

测输入和干扰的线性系统的观测器设计问题，提出了广义的 H¥ 动态观测器设计方

法。文献[97]讨论了离散时间广义系统的 H¥观测器设计问题。大多数的文献结果都
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是针对简单的线性单时滞系统研究的，构建的 Lyapunov 方法是直接构建型 L-K 泛

函，所得的判据是以 LMI 形式给出的。虽然所设计的H¥观测器可以在一定程度上

抑制干扰对观测效果的影响，但仍然有较大的进步空间。

基于 SOS 方法，文献[30]研究了线性多时滞系统的 H¥观测器设计问题。引入

了新的矩阵多项式函数形式的观测器增益矩阵，大大改善了 Luenberger 观测器，可

以有效抑制外部干扰对观测效果的影响，可以修正对过去一段时间的状态函数的观

测值。但是所设计的新的观测器形式结构复杂，计算过程繁冗。同时，实际工程系

统中，传感器常常受到现场环境的影响，传感器噪声以及可能存在的输出时滞不可

忽视，当其不可忽略时，这种方法便不再适用。

4.2 连续线性多时滞系统模型

考虑一类连续时间线性时滞系统如下，

0
1

10 1 1
1

20 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

K

i i
i

K

i i
i
K

i i
i

x t A x t A x t Bw t

z t C x t C x t D w t

y t C x t C x t D w t

t

t

t

=

=

=

= + - +

= + - +

= + - +

å

å

å

，

，

，

(4-1)

其中， ( ) nx t Î 是状态， 2( ) rw t LÎ 是外部干扰输入， ( ) qy t Î 是测量输出，

( ) pz t Î 是调节输出。 0A ， iA ， B， 10C ， 1iC ， 20C ， 21C ， 1D 和 2D 是具有适当维

度的常数矩阵。假设时滞 0it > ，且对任意 i j¹ ，有 i jt t¹ ， , [1,2, , ]i j KÎ 。

与文献[30]考虑的时滞系统相比，本章考虑了传感器噪声以及输出时滞的情况，

系统结构更为复杂，也更为接近实际工程系统的情况。为使所设计的状态观测器输

出能够更好地跟踪、显示被观测系统的状态变化，需要尽量减少外部干扰对状态观

测器的观测效果带来的的影响，我们给出如下设计目标：

1) 当 lim ( ) 0
t

w t
®¥

= 时，则 ˆlim( ( ) ( )) 0
t

x t x t
®¥

- = ，其中， ( )x t 为实际系统状态， ˆ( )x t

为观测器系统状态，观测误差系统满足渐近稳定；

2) 在零初始条件下，存在正常值g ，对任意 2( ) rw t LÎ ，有
2 2

ˆ
L L

z z wg£- ，其

中， ( )z t 为实际系统的调节输出， ˆ( )z t 为观测器系统的调节输出，所设计的状态观

测器满足H¥性能指标。
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注 4-1 g 的取值反映了外部干扰对状态观测器的观测效果带来的的影响的大小。

显然，为最小化外部干扰对状态观测器的观测效果带来的的影响，所设计的状态观

测器在满足以上两个设计目标的前提下，g 越小越好。

由于本章对系统(4-1)的观测器设计研究是基于 LOI 方法的，而 LOI 方法是基于

DPS 系统的研究给出的。为叙述简便，我们首先给出 DPS 系统的观测器设计方法。

4.3 DPS 系统优化观测器设计

考虑下述 DPS 系统，

1 1

2 2

( = ( + (
(

) ) )
( ) ) )
( ) ( )

(
+ ( )
+

f f

f

f

x t x t w t
z t x t w t
y t x t w t

D
D

=

=

，

，

，

(4-2)

其 中 ， 线 性 算 子 fX Z®： ， fX Z®： ， W Z®： ， 1 fX ®： ，

2 fX ®： ， 1D ， 2D 为常数矩阵。

针对 DPS 系统(4-2)，构建观测器如下，

2

1

2

ˆ ˆ ˆ) ) ) ( ))
ˆˆ( ) )

ˆ ˆ( ) )

( = ( + ( (
(
(

f f f

f

f

x t x t x t y t
z t x t
y t x t

-

=

=

，

，

，

(4-3)

其中， Y Z®： 。通过构建系统观测器，使得
2 2

ˆ
L L

z z wg£- ，我们的优化目标

是最小化外部干扰对于观测性能带来的影响，求取 ming 。定义 ( = (ˆ) ) )(f f ft x t xe t- ，

联立式(4-2)和(4-3)，得观测误差系统如下，

2 2

1 1

) + ) ) ( + ) ( )
( ) )

( =( (
( ( )

f f

fe

t e t w t
z t t

D
e wD t

e -

= -

，

。
(4-4)

假设 ( =00)fe 。我们给出 DPS 系统(4-2)的优化观测器设计判据如下。

定理 4-1 假设存在正常值g ，线性 PI 算子 Z Z®： 满足有界、正定和自共轭

和 Y Z®： 满足如下优化条件，

( )

( ) ( )

*
1 2

1
* *

2 2

min

*

* *

. . 0

TI D
s I

D
t

g

g
g

é ù- - - +
ê ú

- <ê ú
ê ú

+ + +ê úë û

，

，
(4-5)
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则线性算子
1-
存在且有界，相应的观测器增益算子由

1= -
确定，系统(4-4)满

足
2 2

e L L
z wg£ 。

证明构建 L-K 泛函如下，

( )= ,f f ZfV e e e ， (4-6)

由于 是正定的，因此有对任意的 0d > ，满足
2

( )f fV e ed³ 。定义 = 。

沿系统(4-4)轨迹，对 ( )fV e 求导得，

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2
1 1 1 1

*
1 2

1
* *

2 2

( ) , ,

, ,

, ,

, , , ,

= , *

* *

f e e e e eZ Z

f f f fZ Z

f fZ Z

e e f f e e e

T

e e

f f

V e w v v z z v

e e e e

e w w e

w v v e e v v D w D w v

w I D w
v I v

D D

D

e e

g g

g g

g
g

- - + +

= + + +

- + - +

- - + + - -

é ùé ù é- - - +
ê úê ú ê-ê úê ú
ê úê ú + + +ë û ëê úë û

ù
ú

ê ú
ê úû

，

(4-7)

其中，
1= eev z
g

。若式(4-5)成立，则

2 21( ( )) + 0f eV e wt zg
g

- < ， (4-8)

对式(4-8)从 0 到 t积分得，

2 2

0 0
( )1( ( )) ( (0) ()+ d)d

t t

f f eV e t V z s w ss se g
g

- £ò ò 。 (4-9)

由 ( (0))=0fV e 且 ( ( )) 0fV e t ³ ，当 t ®¥时，得
2 2

e L L
z wg£ 。值得注意的是，

此时若 lim ( ) 0
t

w t
®¥

= 成立，则 lim ( ) 0ft
e t

®¥
= ，观测误差系统(4-4)满足稳定。证毕。

4.4 主要结果

首先，我们考虑基础状态的概念，将线性多时滞系统表示为 ODE-PDE 系统形

式；针对 ODE-PDE 系统形式的线性多时滞系统，我们构建 ODE-PDE 形式的观测

系统，而不是简单的常微分方程，所构建的观测系统可以同时修正对系统当前以及
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历史状态的观测值。然后我们将被观测系统以及所构建的观测系统以 DPS 的形式表

示出来，通过借助给出的 DPS 的H¥观测器设计方法，构建 PI 算子内积形式的完全

型泛函，得到 LOI 形式的时滞相关H¥观测器设计判据。

观测器构建4.4.1

首先，为使分析过程更为清晰，给出本小节所需要的符号标识如下，

[ ]

[ ]
[ ]
[ ]

1

2

1 2

1 11 12 1

2 21 22 2

1 0 0

10 0

10 0

ˆ
K

T

Kn n

K

K

K

I

I
H

I

I I I I

A A A A

C C C C

C C C C

t

t

t

´

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

=

=

=

=

，

，

，

，

。

考虑“基础状态”的概念，将系统(4-1)写成 ODE-PDE 的形式如下，

2

0

0 1

0

10 1 1 11

0

20 2 1 2

( ) ( , )d ( )
+

0
( , )

( ) ( ( ) ( , )d ( )

( ) ( ( ) ( , )

)

) d ( )

i s
ip

s

i s
i

i s
i

A A x t A t s s Bw t
x

H t s

z t C C x t C t s s D w t

y t C C x t C t s s D w t

f

f

f

f

-

-

-

é ùæ ö+ - é ùê úç ÷= è ø ê úê ú ë ûê úë û

= + - +

= + - +

å ò

å ò

å ò

，

，

，

(4-10)

其中,

0

1 2

( )

( ) ( , )d

( , ) ( , ), ( , ), , ( , )

p

s

TT TT
K

x t
x

Ix t t

t s t s t s t s

hf h h

f f f f

é ù
ê ú=

-ê úë û

é ù= ë û

ò
，

，

(4-11)

( )x t 是时滞系统的状态向量， ( )w t 是系统外部干扰；对任意 [ ]1,0sÎ - ， ( , )t sf 是时

滞系统K 个时滞通道的历史状态， ( , ) ( )i it s x t sf t= + 。
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注 4-2 因为将系统(4-1)写成 ODE-PDE 方程形式的过程与第 3 章内 3.3 中将系统

(3-1)写成 ODE-PDE 方程的过程相类似，因此这里省略了具体的过程。

引理 4-1 若 ( )x t ， ( )y t ， ( )z t 满足式(4-1)，则 ( )x t ， ( )y t ， ( )z t ，和 ( , )t sf 满足

式(4-10)，其中 ( , )t sf 的定义由式(4-11)给出，且 ( , ) ( )i it s x t sf t= + 。

注 4-3 由引理 4-1 可知，系统方程(4-1)和(4-10)具有相同的解 ( )x t ， ( )y t ，和

( )z t 。因此系统(4-10)与系统(4-1)具有相同的性能表现，可以通过研究系统(4-10)来

研究系统(4-1)。

针对系统(4-10)，我们构建 ODE-PDE 形式的观测器系统如下，

0

0 11

2

0

10 1 1 1

0

2 120 2

ˆˆ( ) ( , )d ( )
ˆ +

( ) ( )ˆ ( , )

ˆˆˆ( ) ( ( ) ( , )d

ˆˆ ˆ( ) ( ( ) ( , )d

)

)

i s e
ip

e
s

i s
i

i s
i

A A x t A t s s L y t
x

L s y t
H t s

z t C C x t C t s s

y t C C x t C t s s

f

f

f

f

-

-

-

é ùæ ö+ - é ùê úç ÷= è ø ê úê ú
ë ûê úë û

= + -

= + -

å ò

å ò

å ò

，

，

，

(4-12)

其中，

0

1 2

ˆ( )
ˆ ˆˆ( ) ( , )d

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ), ( , ), , ( , )

ˆ( ) ( ) ( )

p

s

TT T
K

T

e

x t
x

Ix t t

t s t s t s t s

y t y t y t

hf h h

f f f f

é ù
ê ú=

-ê úë û

é ù= ë û
= -

ò
，

，

。

(4-13)

ˆ( )x t 是观测器的状态，即对所观测系统(4-1)的状态估计值；对任意 [ ]1,0sÎ - ，

ˆ( , )t sf 是对所观测系统(4-1)的K 个时滞通道的历史状态估计值； 1L 和 2 ( )L s 是设计的

观测器增益矩阵(函数)。显然， 1L 可以修正观测器对原系统当前状态的估计值，而

2 ( )L s 可以修正观测器对原系统历史状态的估计值。

系统 DPS 化4.4.2

对于系统(4-10)，定义基础状态
( )

( )
( , )f

s

x t
x t

t sf
é ù

= ê ú
ë û

，相应地，对系统(4-12)，定义

ˆ( )
ˆ ( ) ˆ ( , )f

s

x t
x t

t sf

é ù
= ê ú
ë û

。显然， ,f n nKx ZÎ ， ,ˆ f n nKx ZÎ 。我们将系统(4-10)和观测系统(4-12)
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分别写成(4-2)和(4-3)的 DPS 形式。

由 PI 算子的定义得知， , ,n nK n nKZ Z®： ， ,
r

n nKZ®： , 1 ,
p

n nKZ ®： ,

2 ,
q

n nKZ ®： ， , ,n nK n nKZ Z®： ，和 ,
q

n nKZ®： ，且

{ }

{ }

{ }

{ }

0

10 1 1

1

,
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,
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, 0
0
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0

0
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i
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I
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C C C

é ù
ê ú
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ê ú
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ë û
é ù
ê ú
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ê ú
ë
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å
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，

，

，

： ，

： ，

： ，

： ，

{ }

{ }

20 2

2

2

1

2

,

0

, 0

0

0

i
i

C

L

C C

L

é ù
ê ú
ê ú
ë û
é ù

û

+

ê= ú
ë

-
=

å
，

，

，

：

： 。

(4-14)

引理 4-2 假设 ， 满足 , ,n nK n nKZ Z®： ， , ,n nK n nKZ Z®： 和式(4-14)，

( , )t sf 满足式(4-11)，且 ( , ) ( )i it s x t sf t= + ，则若 ( )x t ， ( )y t ， ( )z t 满足式(4-1)，则

( )x t ， ( )y t ， ( )z t ，和 ( , )t sf 满足式(4-2)；若 ˆ( )x t ， ˆ( )y t ， ˆ( )z t 满足式(4-12)，则 ˆ( )x t ，

ˆ( )y t ， ˆ( )z t 和 ˆ( , )t sf 满足式(4-3)。

证明 易知，当 ， ， ( , )t sf 满足上述条件时，系统(4-10)和 DPS 系统(4-2)具

有相同的解空间，由引理 4-1 可知，若 ( )x t ， ( )y t ， ( )z t 满足式(4-1)， ( )x t ， ( )y t ，

( )z t ，和 ( , )t sf 满足式(4-10)，进一步地， ( )x t ， ( )y t ， ( )z t ，和 ( , )t sf 满足式(4-2)。

此外，易得系统(4-12)和 DPS 系统(4-3)具有相同的解空间，因此若 ˆ( )x t ， ˆ( )y t ，

ˆ( )z t 满足式(4-12)，则 ˆ( )x t ， ˆ( )y t ， ˆ( )z t 和 ˆ( , )t sf 满足式(4-3)。

另外，对定理 4-1 中使用的 PI 算子 ， ，我们定义

{ }

{ }

1

0 1 1

2

, 0
0

,
, ,T

Z
Z

P Q
Q R R R

é ù
ê ú
ë û

=

=
é ù
ê ú
ë û

：

：

，
，

。
，

(4-15)
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注 4-4 所定义的 PI 算子 具有与 PI 算子 相同的结构，因为 1= - ，由引

理 2-6 可知，这种定义方式可以确保所得 满足式(4-14)中对 的定义，满足我们所

构建的H¥状态观测器(4-12)所需要的形式。

注 4-5 所定义的 PI 算子 要求 2 1( , )= ( , )R s R sq q 。这是因为在求取观测器增益算

子 时需要求取 1- 。正如第 2 章逆 PI 算子的参数化方法部分的介绍，在目前的研

究中，只有当 2 1( , )= ( , )R s R sq q 成立时，才可以通过引理 2-5 求取 PI 算子 的逆算子。

这样的限制条件可能会带来保守性，但是从本章的数值仿真案例来看，对仿真结果

并没有太大的影响。对于 { }0 1 2

,
, ,T

P Q
Q R R R

=
é ù
ê ú
ë û

：
，

的逆算子的参数化方法目前还没

有相应的方法给出，有待日后的研究。

时滞相关观测器设计判据4.4.3

首先，我们给出了当 ， 的定义满足式(4-15)时，观测器增益算子 的参数化

方法，验证若 1= - ，则 的结构满足(4-14)，可以构建出我们所设计的观测器系

统(4-12)。然后，由引理 4-2 可知，针对 DPS 系统(4-2)的研究结果适用于系统(4-1)，
而系统(4-2)的H¥观测器设计策略已经由定理 4-1 给出，因此本小节我们将借助定理

4-1，得到基于 LOI 的系统(4-1)的H¥观测器设计策略。

定理 4-2 若 1= - ，其中 PI 算子 { }0 1 1

,
, ,T

P Q
Q R R R

=
é ù
ê ú
ë û

：
，

满足定理 2-1，

{ }2

1, 0
0Z

Z
=

é ù
ê ú
ë û

：
，

，其中 2Z 为多项式函数满足 2 ( ) ( )Ts ZZ s W= 。则 1- 存在， 1- 的

结构由引理 2-5 给出。若定义

0

0

0

1

( )= ( ) ( )

= ( ) ( ) (

ˆ

)dˆ

T

T

X s s Z s

T Z s s

R

R Z s s
-ò

，

，

则得 { }2

1, 0
0L

L ù

û
=

é
ê ú
ë ，

，其中，

1 1

2 1

ˆ ˆ=
ˆ ˆ( )= ( )( + )T

L PZ HTW

L s X s H Z TW

+

G

，

。
(4-16)

证明 若 PI 算子 { }0 1 1

,
, ,

P Q
Q R R R
é ù
ê ú
ë û

=：
，

满足定理 2-1，则 1- 存在， 1- 的结构
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由引理 2-5 给出。由引理 2-6 可得 。证毕。

定理 4-3 假设存在正常值 g ，常数矩阵
n nP ´Î ，多项式矩阵函数

[ ]2 1,0n nKQ W ´Î - ， [ ]0 2 1,0nK nKR W ´Î - ， [ ] [ ]1 2 1,0 1,0nK nKR W ´ é ùÎ - ´ -ë û ， 常 数 矩 阵

1
n qZ ´Î ， 多 项 式 矩 阵 函 数 [ ]2 2 1,0nK qZ W ´Î - ， 使 得 PI 算 子

{ }0 1 1

,
, ,T

P Q
Q R R R

=
é ù
ê ú
ë û

：
，

满足定理 2-1 和 { }2

1, 0
0Z

Z
=

é ù
ê ú
ë û

：
，

，满足如下优化条件，

( )

( ) ( )

*
1 2

1
* *

2 2

. . 0

min

*

* *

TI D D
s t I

g

g
g

é ù- - - +
ê ú

- <ê ú
ê ú

+ + +ê úë û

，
(4-17)

其中， ， ， 1， 2 和 定义如式(4-14)，且相应观测器增益算子满足 1= - 。

定义 ˆ( ) ( ) ( )ez t z t z t= - ，其中 ( )z t 和 ˆ( )z t 分别为系统(4-10)和观测系统(4-12)的解，则

( )ez t 满足

2 2
e L L

z wg£ 。

证明 若 PI 算子 { }0 1 1

,
, ,T

P Q
Q R R R

=
é ù
ê ú
ë û

：
，

满足定理 2-1，则 1- 存在。由引理

2-5，可以求得 1- 的具体形式；进而，由定理 4-2 得 { }2

1, 0
0L

L ù

û
=

é
ê ú
ë ，

，满足式

(4-14)中对 的定义。

由定理 4-1 知，若式(4-17)成立，则式(4-2)和式(4-3)的解满足
2 2

e L L
z wg£ ，

其中， ˆ( ) ( ) ( )ez t z t z t= - ， ( )z t 和 ˆ( )z t 分别满足式(4-2)和式(4-3)。

若 ， ， 1 ， 2 ，和 的定义如式(4-14)， ( )tf 的定义满足式(4-11)，且

( , ) ( )i it s x t sf t= + ， ˆ( )tf 的定义满足式(4-13)，且 ˆ ˆ( , ) ( )i it s x t sf t= + ，由引理 4-2 得针

对系统(4-2)的研究成果适用于系统(4-1)。此时，若 ( )z t 为系统(4-1)的解， ˆ( )z t 为观

测 系 统(4-12)的 解 ， 则
2 2

e L L
z wg£ 。 同 样 地 ， 若 lim ( ) 0

t
w t

®¥
= 成 立 ， 则

ˆlim( ( ) ( )) 0f ft
x t x t

®¥
- = ，其中 ( )x t 为系统(4-1)的解， ˆ( )x t 为观测系统(4-12)的解，则

ˆlim( ( ) ( )) 0
t

x t x t
®¥

- = 。证毕。
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注 4-6 定理 4-3 是基于完全型 L-K 泛函方法给出的，其待定参数是关于 s 的矩

阵函数，因此相比直接构建型泛函可以直接实现寻优，理论上，通过增加 s 的最高

阶数，可以使得所得到的结果保守性趋近于 0，这一点将在以下数值仿真中得到证

实。与文献[30]相比，本章采用的状态观测器同样可以修正对当前、历史的状态函

数的观测值，而且观测器形式结构更为简化。这种结构上的简化使得本章的结果适

用于实际工程系统中含传感器噪声的情况，更具有实际应用价值。

4.5 数值仿真

例 4-1 考虑如下连续线性时滞系统，

[ ] [ ]

( ) ( ) ( 0.3) ( )

( ) ( ) (

10 10 1 1 1 0
0

)

( ) ( )

1 1 1 0 1
1.2 0 1 0
0 1.2 0 1

0 10 ( )0 2

x t x t x t w t

z t x t w t

y t x t w t

-é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û
é ù é ù
ê ú ê ú
ë û ë û

= + - +

= +

= +

，

，

。

针对该系统，构建状态观测系统(4-12)，若定义 ˆ( ) ( ) ( )ez t z t z t= - ，其中 ( )z t 和

ˆ( )z t 分别为系统(4-1)和观测系统(4-12)的解，则设计目标为 ( )ez t 满足
2 2

mine L L
z wg£ ，

最小化外部输入干扰对于调节输出观测误差的影响。

首先，由于现有文献中几乎没有对线性多时滞系统的 H¥ 观测进行研究的，为

了比较，我们给出一个可以媲美理论分析值的 H¥ 范数界。我们应用 MATLAB 的

Padé 时滞工具，将此连续时滞系统用 10 阶的 Padé 时滞模型逼近，利用对 ODE 系

统的H¥观测器设计判据(如定理 4-1，其中 ， ， 1， 2 ， 2 ， 是由 Padé 时

滞工具求得的 Padé 时滞逼近模型的常数矩阵， 和 为所需要求解的常数矩阵)，

可得观测误差系统满足的H¥范数界值 pade =1.1910g 。由于所得 Padé 时滞模型可以较

为精确地拟合该时滞系统的运行情况，因此基于此 Padé 时滞模型所求得的H¥范数

界值的保守性极小。

其次，应用本章定理 4-3，通过 MATLAB 中的 PIE 工具箱进行求解，得

min =1.191g ，与应用 MATLAB 的 Padé 时滞工具相比，可以精确到其小数点后四位。

这验证了我们的结果具有较小的保守性。
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最后，为验证所得结果的有效性，我们给出了相应的仿真曲线。定义观测误差

ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t= - ，其中， ( )x t 为系统(4-1)的状态， ˆ( )x t 为观测系统(4-12)的状态。当

传感器噪声为阶跃函数时，图 4-1 给出了传感器噪声的变化曲线，图 4-2 给出了该

系统在状态观测系统(4-12)(取 min =1.191g 时观测器增益)作用下的观测误差轨迹及该

被观测系统的状态轨迹曲线，求得此时，

2

2

(real)

real
(real)

=0.9505
e L

L

z

w
g = 。

由图 4-2 知，该被观测系统为发散系统。即使如此，我们的观测器在阶跃干扰满足

lim ( ) 0
t

w t
®¥

= 时，有 lim ( ) 0
t

e t
®¥

= ，观测误差趋于 0，验证了所设计观测器的有效性。

图 4-1 传感器噪声

Fig. 4-1 Step disturbance

例 4-2 考虑如下连续线性时滞系统，

[ ]
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。



第 4 章连续线性多时滞系统的时滞相关优化观测器设计

- 47 -

图 4-2 状态观测误差及被观测系统状态轨迹

Fig. 4-2 Errors of state estimation and state dynamics of the plant system

同例 4-1，针对该系统，我们构建观测系统(4-12)。定义 ˆ( ) ( ) ( )ez t z t z t= - ，设计

目标为最小化外部干扰对观测误差的影响，即 ( )ez t 满足
2 2

mine L L
z wg£ 。

首先我们应用 MATLAB 的 Padé 工具，求得观测误差系统满足 H¥ 范数界值

pade =0.9592g 。其次，应用定理 4-3，利用我们构建的状态观测器系统(4-12)，通过

MATLAB 中的 PIE 工具箱求解得 min =0.9592g ，同样精确到了用 Padé 方法所得的小

数点后四位。

图 4-3 传感器噪声

Fig. 4-3 Sinc disturbance
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图 4-4 被观测系统状态轨迹

Fig. 4-4 State dynamics of the plant system

图 4-5 状态观测误差

Fig. 4-5 Errors of state estimation

最后，我们给出了相应的仿真曲线。图 4-3 给出了传感器噪声曲线。当传感器

噪声为 sinc 函数时，该被观测系统是稳定的，其状态曲线由图 4-4 给出。定义观测

误差 ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t= - 。图 4-5 给出了该系统在状态观测系统(4-12)(取 min =0.9592g 时

观测器增益)作用下的观测误差轨迹，并求得 real 0.5792g = ，在此传感器噪声作用下，

观测误差趋于 0，验证了H¥观测器的有效性。

例 4-3 为测试所提方法的计算复杂度，考虑如下含有K 个时滞的n 维线性系统，



第 4 章连续线性多时滞系统的时滞相关优化观测器设计

- 49 -

1

( / )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

K

i
T T

x t i Kx t w t
K

z t y t x t w t
=

-
= - +

= = +

å 1

1 1

，

。

其中 ( )w t Î ， ( )z t Î ，和 ( )y t Î 。计算复杂度可以近似为 K 和 n 的乘积的函数。

表 4-6 给出了应用定理 4-3，Intel i7-5960X 处理器在 Sedumi 过程的 CPU 计算时间。

当 =6K ， =6n 时，由于计算机内存的限制，已不可求解。

表 4-6 CPU 计算时间/s

Table 4-6 The computation time as CPU sec

K
n

1 2 3 4 6
1 0.3610 0.4360 0.8488 1.887 16.50

2 0.4380 1.573 11.94 77.94 950.8

3 0.9000 10.14 167.0 913.9 9827

4 1.731 82.92 912.6 4263 24030

6 12.10 967.2 9650 23980 N/A

注 4-7 据作者所知，若基于 LMI 方法和传统的直接构建型 L-K 泛函方法研究该

线性多时滞系统，那么随着时滞个数的增加，计算以及分析复杂度将大幅度增加，

是无法处理系统时滞个数较多的情况的。这体现了 LOI 方法的优越性。

例 4-4 考虑淋浴系统[4]如下，

=1

( ) ( ) ( )
( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( )= ( )

i

i i ij

i i

i i i j j

i

j
j j i

i i

r t T t t
T t T t t T t t

y t z t

w
w w

t r

a t a t
¹

=

= - - + -

-

- -

=

å
，

，

，

，

该案例参考了文献[4]中给出的淋浴系统方程。其中， iT 为第 i 人淋浴出水的温

度， iw 为第 i人所期望的淋浴出水的温度， ( )ir t 为第 i人淋浴出水温度与所期望出水

温度的差值， it 为第 i人处水从调节阀到淋浴出水口所经历的时滞， [1, ]i nÎ ，其中，

n为同时进行淋浴的人数。

假设 2n = ，即有 2 个人同时淋浴， =1ia ， 0.5ija = ， 1=1t ， 2 =2t ，令

1 2 1 2[ , , , ]T T T T Tx r r T T= ，则有

0 1 2( ) ( )+ ( 1)+ ( 2) ( )
( ) ( )
( )=

+

( )

x t A x t A x t A x t t
y

B
t Cx t

z t C

w

x t

= - -
=

，

，

。
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其中 0

0 0 1 0
0 0 0 1

=
0 0 0 0
0 0 0 0

A

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

， 1

0 0 0 0
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0 0 0
0 0
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1 0
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0.5 1

B
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ê ú-
ê ú-ë û

和

1 0 0 0
0 1 0 0

=
0 0 0 0
0 0 0 0

C

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

。应用定理 4-3，构建的状态观测器系统(4-12)。同样地，当传感

器噪声为 sinc 函数时，定义观测误差 ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t= - 。图 4-7 给出了该系统在状态

观测系统(4-12)作用下的观测误差轨迹，在该传感器噪声作用下，状态观测误差趋

于 0，验证了H¥观测器的有效性。

图 4-7 状态观测误差曲线

Fig. 4-7 Errors of state estimation

4.6 本章小结

本章研究了考虑传感器噪声的线性多时滞系统的 H¥ 观测器设计问题。所设计

的观测器可以同时修正对系统当前、历史状态的观测值。构建了 PI 算子内积形式的

完全型 L-K 泛函，提出了满足 鲁棒性能指标下的 LOI 形式的状态观测器设计方

法，给出了相应的观测器增益算子的求解方法。所得结果可以通过 PIE 算子工具箱

直接求解。数值算例显示所得 增益十分接近于用 Padé 方法所得到的理论分析界

值，最高精确度可达到其小数点后四位。

H¥

H¥
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第 5 章 离散线性时滞系统的时滞相关稳定性

分析

本章研究了一类离散线性时滞系统的时滞相关稳定性问题，提出了一种新型求

和不等式，引入了二重求和项。该不等式放松了 Wirtinger 求和不等式。通过构造合

适的 L-K 泛函，结合新型求和不等式，推导出基于 LMI 的离散线性时滞系统的时

滞相关稳定判据。通过数值算例说明了该方法的有效性和优越性。

5.1 引言

随着计算机技术的飞速发展，以及人们对工业生产的要求的不断提高，现在的

实际系统大多是计算机控制系统，表现为离散时间系统或者不完全的连续时间系统。

虽然连续系统理论与离散系统理论在某些方面是相通的，但由于离散系统中存在离

散信号，以及其本身的结构特点，在很多时候都难以利用传统的连续系统理论分析

和研究，因此对于离散系的分析和研究具有非常重要的理论与实际应用价值[98-100]。

由于信号传输需要时间，在计算机控制的实际工程系统中时滞现象是不可避免

的，因此对于离散时滞系统稳定性的研究得到了极大关注。直接构建型 L-K 泛函方

法是常用的一种方法[101,102]，而完全型 L-K 泛函目前还没有应用到离散系统的分析

和研究中，这也是作者下一步的研究方向。针对直接构建型泛函导数的求取，目前

应用最多的是求和不等式技术，包括 Jensen 求和不等式[82]、基于自由矩阵的求和不

等式[103]和 Bessel-Legendre 求和不等式[2]。文献[103]提出了基于自由矩阵的和不等

式，改进了 Wirtinger 求和不等式，放宽了离散时滞系统稳定所允许的时滞区间。对

比连续时滞系统的研究进程来看，离散时滞系统的研究进程是类似的，且稍有滞后，

这是因为对于离散时滞系统的研究在很大方面来说是基于连续时滞系统的研究进行

的。文献[83]提出了新的积分不等式，改进了 Wirtinger 积分不等式，但还没有相应

的求和不等式应用到离散时间系统中，这为离散时滞系统的研究提供了改进的空间。

同时，在实际工程系统中，系统的稳定性总是不可避免的受到外部环境因素(例

如不确定性、慢时变参数等等)的影响，而这些因素通常被看作非线性干扰，系统的
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稳定性不可避免的将会受到影响，而这些系统不确定因素通常被看作系统非线性扰

动，所以对考虑非线性干扰的离散变时滞系统的鲁棒稳定性研究具有重要意义。

5.2 离散线性时滞系统模型及相关引理

离散时间线性时滞系统数学模型的一般形式为：

( )
[ ]

( 1) ( ) , 0,
( ) ( ), ,0 ,M

d kx k Ax k A x k d k
x k k k df

+ = + - " ³ìï
í = " Î -ïî

(5-1)

其中，系统状态向量 ( ) nx k Î ， ( )kf 为区间 [ ,0]Md- 上的系统初始状态函数， dA

为适当维数的系统参数矩阵， 0kd > 是时变时滞，满足 m k Md d d£ £ ，其中 m Md d，

是正常数，定义 =Mm M md d d- 。为简化计算，定义

[
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0
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，

，

，

，

，

。

在给出本章结果之前，首先给出以下引理。

引理 5-1[79] 对于任意给定的正定矩阵
n nR ´Î ，整数 a ， 0n > 以及向量函数

( ) :[ , 1] nx i a a n+ - ® ，定义 ( ) ( 1) ( )y i x i x i= + - ，有如下不等式成立，

1

0 0
1( )

4 2 6
* 4( 6
* *

)
12i a

a n
T T

R
y i Ry i

R R
R R

R
n
w w

+ -

=

-é ù
ê ú-ê- £

ë û

- ú
ê ú

å 。 (5-2)

引理 5-2 (Schur 补引理[8]) 对于任意给定的正定对称矩阵
11 12

12 22

= T

S S
S

S S
é ù
ê ú
ë û

，其中，

1 1
11

n nS ´Î ， 2 2
22

n nS ´Î ，以下三个条件等价：

i) 0S < ；

ii) 11 0S < ， 1
22 12 11 12 0TS S S S-- < ；
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iii) 22 0S < ， 1
11 12 22 12 0TS S S S-- < 。

5.3 主要结果

首先，针对 Wirtinger 求和不等式的保守性问题，我们提出了保守性较小的新型

求和不等式，然后针对系统(5-1)，通过构造直接构建型 L-K 泛函，结合新型求和不

等式，得到了 LMI 形式的时滞相关稳定性判据。

新型求和不等式5.3.1

本小节提出了新型求和不等式，由定理 5-1 给出。

定理 5-1 对于任意给定的正定矩阵
n nR ´Î ，任意矩阵 4 4

1 2
n n n nN N´ ´Î Î， 和

4
3

n nN ´Î ，对任意的整数 a ，整数 0n > ，连续向量函数 ( ) :[ , 1] nx i a a n+ - ® ，定义

( ) ( 1) ( )y i x i x i= + - ，则下式成立，
1

0( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå ， (5-3)

其中，
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证明 首先，我们给出证明过程所需要的变量定义以及事实条件。由

( ) ( 1) ( )y i x i x i= + - ，可知以下事实，
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(5-4)

然后，定义
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由式(5-5)可得，
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(5-6)

利用式(5-4)，(5-5)和(5-6)，可得
1 1

1

1 1 1

1

1

2 1( ) ( ) ( 1 ) ( )
1 2
2 ( ) ( )

1
2( ) ( ) ( ( ) ( ))

1
2 2( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 2 2( ) ( ) ( )

1

a n a n

i a i a
a n a n a n

i a j i i a

a n

i a
a n

i a

nf i y i i a y i
n

y j y i
n

x a n x a x a n x i
n

nx a n x a x a n x i
n n
nx a n x a x a n
n

+ - + -

= =

+ - + - + -

= = =

+ -

=

+ -

=

+
= - + - +

+

= - +
+

= + - - + -
+

= + - - + +
+ +
+

= + - - + +
+

å å

å å å

å

å

( )
1

2( ) ( ) ( )
1

a n

i a
a n

i a

x i
n

x a n x a x i
n

+

=

+

=

+

= - + - +
+

å

å 。

(5-7)

对 2 ( )f i 作简单的数学变换，得
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然后，我们将给出具体的证明过程。易得，
12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T Ti Ny i i NR N i y i Ry iV V V-- £ + ， (5-9)

其中，定义 1 2 3, ,
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= = =

- -

-

- £ +

-
= +

+
- -

+
+ +

+ - - + -

+ - + -

W

å å å

，

(5-10)

其中，

{ }

1 1 1
0 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 ( 1)( 2)( )
3( 1) 5( 1)( 2)

sym ,

T T Tn n nn N R N N R N N R N
n n n

N N N

- - -- - -
W = + +

+ + +

+ P + P + P

即
1

0 ( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå 成立。证毕。

引理 5-3 对于任意给定的正定矩阵 n nR ´Î ，任意矩阵
4 4

1 2
n n n nN N´ ´Î Î， 和

4
3

n nN ´Î ， 整 数 a ， 0n > ,以 及 向 量 函 数 ( ) :[ , 1] nx i a a n+ - ® ， 定 义

( ) ( 1) ( )y i x i x i= + - ，有如下不等式成立，
1

1( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå ， (5-11)

其中，

{ }1 1 1
1 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1( ) sym
3 5

 +T T Tn N R N N R N N R N N N N- - -W = + + P + P + P 。
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证明 由定理 5-1，可知式(5-3)成立。将式(5-3)与(5-11)联立，得
1

0

1

1

( ) ( )

( ) ( )

a n
T T

i a
a n

T T

i a

y i Ry i

y i Ry i

w w

w w

+ -

=

+ -

=

- £ W

- £ W

å

å

，

。

二者对于同一个求和式
1

( ) ( )
a n

T

i a
y i Ry i

+ -

=

- å 的放缩差值为 Tw wDW ，其中，

1 0
2

1 1
2 2 3 3

2 6
3( 1) 5( 1)( 2)

+T Tn nN R N N R N
n n n

- -

DW = W -W

=
+ + +

。

由于 0R > ,易知 0DW > ，即
1

0 1( ) ( )
a n

T T T

i a
y i Ry i w w w w

+ -

=

- £ W £ Wå 成立。于是有以下

结论：

若定理 5-1 成立，即
1

0( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå
成立，则有

1

1( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå
成立，即引理 5-3 成立。证毕。

注 5-1 显然，引理 5-3 是定理 5-1 的简化版本，比定理 5-1 更保守一些，但胜

在形式简单，易于使用和计算。若是考虑考虑离散定时滞系统的稳定性，二者均可

以使用，但借助定理 5-1 得到的结果保守性更小一些；若是考虑离散区间时滞或者

变时滞系统，则只有引理 5-3 适用，因为它关于 n是仿射的，而定理 5-1 的分母含

有 2n 项，既不关于 n 仿射，也不能应用互凸不等式进行放缩。这也是我们给出引理

5-3 的原因。

注 5-2 当 [ ]1
1= , ,0,0 TR R
n

N - , [ ]2
3= , , 2 ,0 TR R R
n

N - 以及 3 =0N 时，经计算可得引理

5-3 退化成了引理 5-1，证明了相比引理 5-1，引理 5-3 的保守性可能更小。同时，

引理 5-1 不是关于 n仿射的，必须应用互凸不等式才可以进行变时滞系统的研究，

这会引入新的保守性。
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时滞相关稳定性判据5.3.2

本小节针对系统(5-1)，基于直接构建型 L-K 泛函和不等式放缩方法，给出了

LMI 形式的时滞相关稳定性判据。

定理 5-2 给定常值 ,m Md d ，满足 0 m Md d£ £ ，若存在对称矩阵对称正定矩阵

6 6 ,n nP ´Î 1 ,n nQ ´Î 2 1 2,n n n n n nQ R R´ ´ ´Î Î Î， ，任意矩阵 4 , 1, 2, ,9n n
iN i´Î =

满足下式

1 2

3

= 0
F Fé ù

F £ê ú* Fë û
， (5-12)

其中，

( ) ( ) ( ) ( )
{ } { }
{ }

( ){

1 11 12

11 1 1 0 0 1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4

0 1 1 0 1 0 1 2 0 1

1 1 1 2 2 3 3 1 2 4 1 5 2 6 3 2

3 7 1 8 2 9 3 3

12 1 0

2 1 1 1

sym

sym ( )}

,

T T T T T T

T T
Mm

T T

T

T
k

T T

m

m m

G PG G PG e Q e e Q e e Q e e Q e

d e e R e e d e e R e e

m sym N N N m m N N N m

m sym N N N m

G G PG d

m d N m d

F = F +F

F = - + - + -

+ - - + - -

+ P + P + P + P + P + P

+ P + P + P

F = -

F =

，

，

，

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

( ) ( )

2 1 2 4 2 5

2 6 3 7 3 8 3 9

3 1 1 1 2 2

2 2 2 2

1 0 5 2 3 4

3, , , ,

, , ,

diag , 3 , 5 , 3

5 , 3 , 5

1, 1 , , 1

,

2

,

m M M

M

T T T
k k

T T T T
k k k k

k k

m m m

m m m M M

k k k k

T T T T T

M m m m

m m

N m d N m d d N m d d N

m d d N m d d N m d d N m d d N

d R d R d R d d R d d R

d d R d d R d d R d d R

G e d e e e e d

é - -ë
ù- - - - û

F = - - - - - - -

- - - - - - - -

= + - - - +

，

，

，

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

8 5

0 1 5 1 2 3 8 1

4

1 1 2 5 8

2 3 4 7 10

3 2 3 6 9

4 7 6

0 1 3

2 1

1, 1 , , 1 2 1
2

( ) 0 0 0

1 1

T
T T

T
T T T T T T T

TT
k

TT T T T

TT T T T

TT T T

m m

m m m m

k

d

m

T

kM

d e d e

G e d e e e e d d e d e

G d m

m e e e e

m e e e e

m e e e e

m d d e d d e
e Ae A e

é ù+ - +ê úë û

é ù= + - - - + + - +ê úë û

é ù= ë û

é ù= ë û

é ù= ë û

é ù= ë û
= - + + - +

= +

，

，

，

，

，

，

，

。
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则系统(5-1)满足渐近稳定。

证明首先，定义

( ) ( )

11 1 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( )

( ) ( 1)

( ) ( ) ( )
1

1 1( ) ( ) ( ) (
1 1

( )

m

m M m

m

m

M

k

k

m M
m

m M

Tk dk k k
T T T T

i k d i k d i k d j i

k
T T T T T

k
i k d

k d k d
T T T T

i k d i k dk k

k x k x i x i x j

k x k x

y k x k x k

k d x k d x k d x i
d

x i x i v k v k
d d d d

h

x

- -- - -

= - = - = - =

= -

- -

= - = -

é ù
= ê ú
ë û
é

= - - -ê +ë

-

= +

+ - +

-

å å å å

å

å å

，

，

3) ( )
T

Tv k
ù
ú
û
，

(5-13)

其中，

( )( )

( )( )

( )( )

1

2

3

2( ) ( )
1 2

2( ) ( )
1 2

2( ) ( )
1 2

m

m m

M

k

k k

m m

m m

k k

i k d j i

k d k d

i k d j

M M

ik k

k d k d

i k d j ik k

v k x j
d d

v k x j
d d d d

v k x j
d d d d

= - =

- -

= - =

- -

= - =

=
+ +

=
- + - +

=
- + - +

å å

å å

å å

，

，

。

针对系统(5-1)，选取直接构建型 L-K 泛函如下，

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )V k V k V k V k V k= + + + ， (5-14)

其中，

1
11

2 1 2

1 1

3 1

1 1

4 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m

m M

m

m

M

T

k dk
T T

i k d i k d

k
T

i d j k i

d k
T

i d j k i

V k k P k

V k x i Q x i x i Q x i

V k y j R y j

V k y j R y j

h h
- --

= - = -

- -

=- = +

- - -

=- = +

=

= +

=

=

å å

å å

å å

，

，

，

。

由定义(5-13)，得

( )
0

+1 +1 +1

1

0 1( ) ( 1) ( ) (
( ( )) ( )

( ( ))

)
( )

( +1) ( +1) ( ) ( ) ( )

( )

m

m M m

Tk dk k k
T T T T

i k d i k d i k d j i

k

k

y k x k x k e e
G G d k

k
k

k x k x i x i x

k

j

G G d

x

x

h

x

h
-

= - = - = - =

= + - =

+

+

-

=

é ù
= ê ú
ë û

=

å å å å

，

，

。

(5-15)



第 5 章离散线性时滞系统的时滞相关稳定性分析

- 59 -

已知式(5-13)和(5-15)，沿系统(5-1)的轨迹，计算 1V 的前向差分得，

( ){ }

1 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0 1 0

( ) ( 1) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( )

( )) ( ) ( ))( )(( ( ( ( ( )

( )( sym ( ( )) ) ( )

( ))T T
k k

T T

T

TT T T

k k

V k V k V k
k P k k P k
k G P G G P G k

k G PG

G d G d G d G d

G PG G G PG d k k

h h h h

x x

x x

D = + -

= + + -

= + + - +

- -

+

= + 。

(5-16)

计算 2V 的前向差分得，

(

2 2 2

1 1

2 2

1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4

( ) ( 1) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ) ( )

T T
m m

T T
m m M M

T T T T T

V k V k V k
x k Q x k x k d Q x k d

x k d Q x k d x k d Q x k d

k e Q e e Q e e Q e e Q e kx x

D = + -

= - - -

+ - - - - -

= - + - 。

(5-17)

计算 3V 的前向差分得，

( ) ( )

3 3 3
1 1 1

1 1
1

1

1 1

1

1 1

1

0 1 1 0 1 1

( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( ) ( )

m m

m

m

m

k k
T T

i d j k i i d j k i

T

i d

k
T T

i k d

k
TT T

m
k d

m

i

V k V k V k

y j R y j y j R y j

y k R y k y k i R y k i

d y k R y k y i R y i

k d e e R e e k y i R y ix x

- - -

=- = + + =- = +

-

=-

-

= -

-

= -

D = + -

= -

= - + +

= -

- - -

å å å å

å

å

å 。

(5-18)

计算 4V 的前向差分得，

( ) ( )

4 4 4
1 1 1

2 2
1

1

1 1

1

2

0 2

2

1 0 1

( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m

M

M

M

m

M

m

M

d dk k
T T

i d j k i i d j k i

d
T

i d

k d
T T

i k d

k
TT T

i k d

M m

M m

V k V k V k

y j R y j y j R y j

y k R y k y k i R y k i

d y k R y k y i R y i

k d e e R e e k yx x

- - - - -

=- = + + =- = +

- -

=-

- -

= -

= -

D = + -

= -

= - + +

= -

= - - -

å å å å

å

å
1

2( ) ( )
md

i R y i
- -

å 。

(5-19)

对 3( )V kD ， 4 ( )V kD 中的求和表达式
1

1( ) ( )
m

k
T

i k d
y i R y i

-

= -

- å 和
1

2( ) ( )
m

M

k d
T

i k d
y i R y i

- -

= -

- å ，应用
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引理 5-3，得
1

1 1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( () )

m

m k m

M kM

k
T T T

i k d

k d k d k d
T T T

i k d i k d i k d

T T T

y i R y i k m m k

y i R y i y i R y i y i R y i

k m m m m k

x x

x x

-

= -

- - - - - -

= - = - = -

- £ W

- = - -

£ W + W

å

å å å

，

，

(5-20)

其中，

{ }

{ }

( )

{ }

( )

1 1 1 2 2 3 3

1 1 1
1 1 1 2 1 2 3 1 3

2 4 1 5 2 6 3

1 1 1
4 2 4 5 2 5 6

3 7 1 8 2 9 3

1 1 1

2

7 2 7 8 2 8 9 2 9

6

sym
1 1 )
3 5

sym
1 1(
3 5

sym
1 1(

(

)

)

3 5

T T T

T T T
k

T T T
k

m

M

m

N N N

d N R N N R N N R N

N N N

d d N R N N R N N R N

N N N

d d N R N N R N N R N

- - -

- - -

- - -

W = P + P + P

+ + +

W = P + P + P

+ - + +

W = P + P + P

+ - + +

，

，

。

联立式(5-18)，式(5-19)和式(5-20)，得

( ) ( )
( ) ( )

3 0 1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1 2 2 2 34 3 32

 ( ) ( )( + ( )

( ) ( ( ))(

)

)

TT T
m

TT T T
M m

V k k d e e R e e m m k

V k k d e e R e e m m m m k

x x

x x

D £ - - W

D £ - - + W + W

，

。
(5-21)

综合式(5-16)，式(5-17)，和式(5-21)，得到V 的前向差分如下

1 2 3 4

0 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ( )) ( )T

k

V k V k V k V k V k
k d kx x

D = D +D +D +D

£ F +F ，
(5-22)

其中，

( )

( )

1 1 1
0 11 1 1 1 2 1 2 3 1 3

1 1 1
4 12 4 2 4 5 2 5

1 1 1
7 2 7 8 2 8 9 2

1 1

2 6 2

9

6 2

3 3

1 1( )
3 5

1 1( ) ( )
3 5

1 1 )(
3 5

T T T

T T T
k k

T
m

T
M

T T T T
k m

d N R N N R N N R N

d d d N R N N R N N R N

d d N R N N

m m

m m

m R N N mN R

- - -

- - -

- - -

F = F + + +

F = F + - + +

+ - + +

，

。

由 Schur 补引理得，若 0 4( ) 0kdF +F £ 成立，当且仅当式(5-12)成立。因此若式

(5-12)成立，则 0 4( ) 0kdF +F £ ，根据 L-K 泛函稳定性定理可知，存在一个充分小的

常量e ，使得
2( ) xV k e£ -D 成立，系统(5-1)是渐近稳定的。证毕。
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注 5-3 针对 VD 中出现的二重求和式，本章采用保守性较小的引理 5-3，同时，

引理 5-3 是关于时滞仿射的，不需要再借助互凸不等式处理，因此有效降低了由于

适用不等式技术引入的保守性。

5.4 数值算例

本节给出两个在相关文献中广泛研究的仿真案例，验证所提稳定性判据的正确

性与优越性。

例 5-1 考虑如下离散线性时滞系统，

( )
0.648 0.04 0.1512 0.0518
0.12 0.654 0.025

( 1) ( )
9 0.1091 kx k x k x k d+ =

- -é ù é ù
ê ú ê ú-ë ë û

-
û

+ 。

应用定理 5-2，可以通过 MATLAB 中的 LMI 工具箱，求解出该系统稳定所允

许的最大时滞区间，得到的结果以及相关文献[79]和[103]的结果如表 5-1 所示。

表 5-1 给定 md 时所得的时滞上界 Md
Table 5-1 The maximum admissible upper range Md with different md

md 1 3 5 7 11 13

文献[79] 16 18 20 22 25 27

文献[103] 17 17 18 18 20 23

定理 5-2 19 20 21 23 26 28

从表 5-1 可以看出，对于所有给定的时滞下界值，定理 5-2 得到的时滞可行区间

比其它文献结果更大，这体现了我们方法的优越性。

例 5-2 考虑如下离散时间线性时滞系统，

( )
0.7 0.1 0.1 0.1
0.05

( 1)
0 7 0.1 0.2

( ) kx k x k x k d+ =
-é ù é ù

ê ú ê ú. - -û ë û
-

ë
+ 。

应用定理 5-2，通过 MATLAB 中的 LMI 工具箱求解出了该系统稳定所允许的最

大时滞区间。所得结果与其它相关文献的结果如表 5-2 所示。

表 5-2 给定 md 时所得的时滞上界 Md
Table 5-2 The maximum admissible upper range Md with different md

md 2 5 6 7 10 20

文献[104] 7 9 10 11 14 24

文献[105] 8 10 11 12 15 25
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文献[106] 9 11 12 13 16 26

文献[107] 12 14 15 16 19 29

定理 5-2 14 16 17 18 20 30

同样地，从表 5-2 可以看出，对于所有给定的时滞下界值，我们的结果优于相

关文献的结果，说明本章所提方法具有较小的保守性。

5.5 本章小结

本章研究了离散线性时滞系统的稳定性问题，提出了一种新型求和不等式，引

入了二重求和项。该不等式放松了 Wirtinger 求和不等式。通过构造合适的 L-K 泛

函，结合新型求和不等式方法，建立了系统稳定性与时滞取值之间的关系，得到了

保守性较小的基于 LMI 的时滞相关稳定判据。通过数值算例说明了该方法的有效性

和优越性。
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第 6 章 离散递归神经网络时滞系统的时滞

相关稳定性分析

本章研究了具有时变时滞和非线性扰动的离散时间递归神经网络(Discrete

Recurrent Neural Networks, DRNNs)系统的时滞相关鲁棒稳定性问题。通过构建增广

型 L-K 泛函，利用第 5 章提出的求和不等式技术，得到了 LMI 形式的具有时变时滞

和非线性扰动的 DRNNs 的鲁棒稳定性的充分条件。同时给出了在不考虑扰动的情

况下保守性较小的时滞相关稳定性条件。数值算例验证了方法的有效性和优越性。

6.1 引言

递归神经网络(Recurrent Neural Networks, RNNs)作为一类非线性系统，通常被

认为是一种简化的生物神经网络模型(动物的中枢神经系统，特别是大脑)。近年来，

RNNs 已经发展并成功应用于许多领域，如信号处理、图像处理、联想存储器、模

式识别、机器人和控制以及其他工程或科学领域[108-110]。

由于执行器的开关速度和神经元固有的通信时间有限，时滞现象不可避免，考

虑时滞现象的 RNNs 的稳定性分析研究具有重要的意义[111-116]。文献[116]研究了时

变时滞递归神经网络的鲁棒稳定性问题，并得到了 LMI 形式的时滞相关鲁棒稳定性

判据技术。文献[114]采用了时滞分割型 L-K 泛函，研究了具有时滞的非线性神经网

络系统渐近稳定问题，并得到 LMI 形式的非线性神经网络时滞相关渐近稳定性判定

条件。文献[117]通过构建完全型泛函，研究了在常时滞和变时滞两种情况下静态神

经网络的全局渐近鲁棒稳定性问题。相比连续时间递归神经网络系统，离散时间递

归神经网络(DRNNs)在当今的数字生产、生活中具有更大的适用性[118-121]。文献

[100]提出了新的激活条件构造方法，结合增广型 L-K 泛函得到了时滞相关的离散时

间递归神经网络系统的稳定性条件。基于 Wirtinger 求和不等式，文献[122]提出了

新型求和不等式，并应用新型求和不等式得到了保守性较小的具有时变时滞的离散

神经网络渐近的稳定性充分条件。但是由于不等式本身的保守性问题，仍然有改进

的空间。
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另一方面，在工程实践中，现场环境条件的不确定性是不容忽视的。在工程系

统工作状态下都常常存在扰动，这些扰动在本质上可能是非线性的。DRNNs 在非

线性扰动作用下的鲁棒稳定性问题一直没有得到足够的重视，研究结果较少[123,124]。

因此，研究具有时变时滞和非线性扰动的 DRNNs 是非常必要的。

6.2 离散递归神经网络时滞系统模型及相关引理

离散时间递归神经网络时滞系统数学模型的一般形式如下，

0 1( 1) ( ) ( ( )) ( ( )) ( , ( ), ( ))
( ) ( ) , 1, ,0

k k

M M

x k Ax k W g x k W g x k d k x k x k d
x s s s d d

w
f

+ = + + - + -ì
í = = - - + ¼î

，

， (6-1)

其中， [ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( ) T n
nx k x k x k x k= Î 为在 k 时刻神经网络的状态向量， ( )sf 为

区间 [ ,0]Md- 上的有界系统初始状态函数， ( , ( ), ( ))kk x k x k dw - 为在 k 时刻的未知的

非线性干扰，与系统当前、历史状态相关。 n nA ´Î ， 0
n nW ´Î ，和 1

n nW ´Î 为系

统反馈矩阵，其中 A为自反馈矩阵，满足 1 2diag(       )nA a a a= , , ... , ， 1W 为时滞反馈

矩阵， ( ) ( ) ( )1 1 2 2( ( )) ( ) ( ) ( )
T n

n ng x k g x k g x k g x k= Îé ùë û 为在 k 时刻的神经元激励函

数向量， kd 是时变时滞，满足 0 m k Md d d< £ £ ，其中 Md ， md 是正常数。定义

=Mm M md d d- 。

为研究系统(6-1)的稳定性，激励函数 ( ( ))g x k 以及干扰 ( , ( ), ( ))kk x k x k dw - 满足

以下假设条件：

假设 6-1 在系统(6-1)中，神经元激励函数 ( )ig × ， 1,2, ,i n= 是有界的，并且

对任意的 xÎ ， 0x ¹ ，有以下不等式成立，

( )i
i i

g xk k
x

- +£ £ ， (6-2)

其中， ik - ， ik + 均为常数。

注 6-1 需要指出的是假设 6-1 在相关神经网络系统的研究文献中是很常见的,见

文献[98,100,104]等，用于确保系统(6-1)的平衡点存在且唯一。若假设 6-1 成立，则

有下式成立，

( )( ) ( )( ) 0
i i

i i i i i i i i

k k

g x k x g x k x

- +

- +

ì £ï
í

- - £ïî

，

。
(6-3)

假设 6-2 在系统(6-1)中，干扰 ( , ), n n nw × × ´ ®× ´： 满足 0,( , ) 00kw = 以及
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2 2
1 2

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
( ) ( ) ( ) ( )

T
k k

T T T T
k k

k x k x k d k x k x k d
x k CC x k x k d DD x k d

w w

r r

- -

£ + - - ，
(6-4)

其中， 1 0r > , 2 0r > , C , D是已知的常数矩阵。

我们给出本章所需要的引理(实际是本文的引理 5-3，但为保证每章的完整性，

这里将其作为本章引理给出)。
引理 6-1 对于任意给定的正定矩阵

n nR ´Î ，任意矩阵 4 4
1 2

n n n nN N´ ´Î Î， 和

4
3

n nN ´Î ，整数 a ，以及整数 0n > ,以及向量函数 ( ) :[ , 1] nx i a a n+ - ® ，定义

( ) ( 1) ( )y i x i x i= + - ，有如下不等式成立，

1

1( ) ( )
a n

T T

i a
y i Ry i w w

+ -

=

- £ Wå ， (6-5)

其中，

{ }

1 1 2

2 1 2 3

3 1 2 3 4

1 1 1
1 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 2( ), ( ), ( ), ( )]
1 ( 1)( 2)

2
6 6

1 1sym ( )
3 5

a n a n a n
T T T T T

i a i a j i

T T T

x a n x a x i x j
n n n

e e
e e e

e e e e

N N N n N R N N R N N R N

w
+ + +

= = =

- - -

é= +ê + + +ë
P = -
P = - - +
P = - + -

W = P + P + P + + +

å åå ，

，

，

，

。

6.3 时滞相关稳定性判据

定理 6-1 给定常值 md ， Md ，满足0 m Md d£ £ ，定义 Mm M md d d= - 。若存在一

个正常数 ，正定对称矩阵
4 4n nP ´Î ， 1

n nQ ´Î ， 2
n nQ ´Î ， 1

n nR ´Î ， 2
n nR ´Î ，

正定对角矩阵
n nT ´Î 和

n nL ´Î ，任意矩阵 4n n
iN ´Î ， 1,2, ,9i = 满足下式

1 2

3

= 0
F Fé ù

F £ê ú* Fë û
， (6-6)

其中，

( ) ( )
( ) ( ) { }
{ } { }

( ){ }

1 11 12

11 1 1 0 0 1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4 0 1 1 0 1

0 1 2 0 1 1 1 1 2 2 3 3 1

2 4 1 5 2 6 3 2 3 7 1 8 2 9 3 3

2
12 1 0 13 13 1 1sym ( )

m
TT T T T T T

T T

T T

T T T

m

k

M

G PG G PG e Q e e Q e e Q e e Q e d e e R e e

d e e R e e m sym N N N m

m sym N N N m m sym N N N m

G G PG d e e e CCr

F = F +F

F = - + - + - + - -

+ - - + P + P + P

+ P + P + P + P + P + P

F = - - -

，

，

( )2
1 2 3 3

T T Te e DD er-
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1 1 3 31 2 1 2

11 11 12 12

2 1 1 1 2 1 3 2 4 2 5

2 6 3 7 3 8 3 9

3 1 1 1 2

* *

diag , 3 , 5 , ,

m m m

T T

T T T T T
k k

T T T T
k k k k

M M

M m m m

m m m

e e e eT T L L
e e e eT L

m d N m d N m d N m d d N m d d N

m d d N m d d N m d d N m d d N

d R d R d R R

D -D D -Dé ù é ù é ù é ùé ù é ù
- -ê ú ê ú ê ú ê úê ú ê ú

ë û ë ûë û ë û ë û ë û
éF = - -ë

ù- - - - û
F = - - - - -

，

，

{ }

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

1 0 5 2 3 4 8 5

0 1 5 1 2 3 8 1

7 6

1 2

1 1 2 5 8

3 , 5 , , 3 , 5

11 1 2 1
2

11 1 2 1
2

0 0 1 1 0

,
2

m m m m

m m m

T
T T T T T T T

T
T T T T T T T

TT T
k k kM

T

m

T T

m

T

R R R R R

G e d e e e e d d e d e

G e d e e e e d d e d e

G d d d e d d e

K KK K

m e e e e

+ -
+ -

- - - -

é ù= + - - - + + - +ê úë û

é ù= + - - - + + - +ê úë û

é ù= - + + - +ë û
+

D = D =

é= ë

，

，

，

，

，

0 1 0 11 1

2 3 4 7 10

3 2 3 6

13

9

12= + + +

T

TT T T T

TT T T T

m e e e e

m e e e

e Ae W e W e e

e

ùû

é ù= ë û

é ù= ë û

，

，

，

，

则系统(6-1)满足渐近稳定。

证明 首先，定义

( ) ( )

11 1 1

1 2 3

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

1( ) [ ( ) ( ) ( )
1

1 1( ) ( )
1 1

( ( )) ( ( )) ( ,

m

m M

m

m

k M

m

k

k dk k k
T T T T T

i k d i k d i k d j i

k
T T T T T

k
i k d

k d k d
T T T T T

i k d i k dk M k

T T T
k

m M
m

m

k x k x i x i x j

k x k x k d x k d x k d x i
d

x i x i
d d d d

g x k g x k d k x

q

x

u u u

w

- -- - -

= - = - = - =

= -

- -

= - = -

=

= - - -
+

- + - +

-

å å å å

å

å å

，

( ), ( ))]kk x k d- ，

(6-7)

其中，

( )( )

( )( )

1

2

2 ( )
1 2

2

( )

( )) (
1 2

k

m

m m

k k

i k d j i

k d k d

i k dm

m m

k j imk

v x j
d d

v x j
d d

k

k
d d

= - =

- -

= - =

=
+ +

=
- + - +

å å

å å

，

，
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( )( )3
2 ( ))

1
(

2

k k

M

k d k d

i k d jM ik kM

v x j
d

k
d d d

- -

= - =

=
- + - + å å 。

针对系统(6-1)，选取直接构建型 L-K 泛函如下，

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )V k V k V k V k V k= + + + ， (6-8)

其中，

1
11

2 1 2

1 1

3 1

1 1

4 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m

m M

m

m

M

T

k dk
T T

i k d i k d

k
T

i d j k i

d k
T

i d j k i

V k k P k

V k x i Q x i x i Q x i

V k y j R y j

V k y j R y j

q q
- --

= - = -

- -

=- = +

- - -

=- = +

=

= +

=

=

å å

å å

å å

，

，

，

。

由定义(6-8)，得

( )0 1

0

+1 +1 +1

1

( ) ( 1) ( ) ( )
=( ( )) ( )

=( ( ))

( )

( +1) ( +1) ( ) ( ) ( )

( )

m

m M m

Tk dk k k
T T T T

i k d i k d i k d j i

k

k

y k x k x k e e k
k

k x k x i x i x

G G d k

j

G G d k

x

q

q

x

x

-

= - = - = - =

= + - = -

é ù
= ê ú
ë

+

+
û

å å å å

，

，

。

(6-9)

已知式(6-7)和式(6-9)，沿系统(6-1)的轨迹，计算 1V 的前向差分得，

( ) ( )(
( ) ( ))

( ){ }( )

1 1 1

1 1

0 0

1 1 0 0 1 0

( )= ( 1) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) sym ( ) ( )

T T

TT
k k

T
k k

T T T
k

V k V k V k
k P k k P k

k G G d P G G d

G G d P G G d k

k G PG G PG G G PG d k

q q q q

x

x

x x

D + -

= + + -

= + +

- + +

= - + - 。

(6-10)

计算 2V 的前向差分得，

2

1

1 2 1
1 1

1

2

2 2( )= ( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m

m M m

m

M

k dk k
T T T

i k d i k d i k d

k d
T

i k d

V k V k V k

x i Q x i x i Q x i x i Q x i

x i Q x i

- -

= - + = - + = -

- -

= -

D + -

= + -

-

å å å

å

(6-11)
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1 1 2

2

1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4

( ) ( )

( ) ( )

T T T
m m m m

T

T T T T T

M M

x k Q x k x k d Q x k d x k d Q x k d

x k d Q x k d

k e Q e e Q e e Q e e Q e kx x

= - - - + - -

- - -

= - + - 。

计算 3V 的前向差分得，

3
1 1

3 3
1

1 1
1

1

1 1

( )= ( 1) ( )

= ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m m

m

k k
T T

i d j k i i d j k i

k
T T

i k
m

d

V k V k V k

y j R y j y j R y j

d y k R y k y i R y i

- -

=- = + + =- = +

-

= -

-

D + -

-

= -

å å å å

å 。

(6-12)

计算 4V 的前向差分得，

4
1 1 1

2 2
1

1

2

4 4

2

( )= ( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m m

M M

m

M

d dk k
T T

i d j k i i d j k i

k d
T T

Mm
i k d

V k V k V k

y j R y j y j R y j

d y k R y k y i R y i

- - - - -

=- = + + =- = +

- -

= -

D + -

= -

= -

å å å å

å 。

(6-13)

对 3( )V kD 和 4 ( )V kD 中的求和表达式
1

1( ) ( )
m

k
T

i k d
y i R y i

-

= -

- å 以及
1

2( ) ( )
m

M

k d
T

i k d
y i R y i

- -

= -

- å ，应

用引理 6-1，得
1

1 1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( () )

m

m mk

MM k

k
T T T

i k d

k d k d k d
T T T

i k d i k d i k d

T T T

y i R y i k m m k

y i R y i y i R y i y i R y i

k m m m m k

x x

x x

-

= -

- - - - - -

= - = - = -

- £ W

- = - -

£ W + W

å

å å å

，

，

(6-14)

其中，

{ }

{ }

( )

{ }

( )

1 1 1 2 2 3 3

1 1 1
1 1 1 2 1 2 3 1 3

2 4 1 5 2 6 3

1 1 1
4 2 4 5 2 5 6

3 7 1 8 2 9 3

1 1 1

2

7 2 7 8 2 8 9 2 9

6

sym
1 1 )
3 5

sym
1 1(
3 5

sym
1 1(

(

)

)

3 5

T T T

T T T
k

T T T
k

m

M

m

N N N

d N R N N R N N R N

N N N

d d N R N N R N N R N

N N N

d d N R N N R N N R N

- - -

- - -

- - -

W = P + P + P

+ + +

W = P + P + P

+ - + +

W = P + P + P

+ - + +

，

，

。
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因此有

( ) ( )
( ) ( )

3 0 1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1 2 2 2 3 3 34 2

 ( ) ( )( + ( )

( ) ( )( ( )

)

)

TT T

TT T T

m

Mm

V k k d e e R e e m m k

V k k d e e R e e m m m m k

x x

x x

D £ - - W

D £ - - + W + W

，

。
(6-15)

综合式(6-10)，(6-11)，(6-12)，(6-13)，(6-14) 和式(6-15)，得到V 的前向差分如

下，

( )
1 2 3 4

0 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )T

k

V k V k V k V k V k
k d kx x

D = D +D +D +D

£ F +F ，
(6-16)

其中，

( ){ }
( )

( )

1 1 1
0 11 1 1 1 1 2 1 2 3 1 3 1

4 1 0

1 1 1
2 4 2 4 5 2 5 6 2 6 2

1 1 1
3 7 2 7 8 2 8 9 2 9 3

1 1(
3 5

( ) sym ( )

1 1(
3 5
1 1(
3 5

)

)

)

T T T T

T
k k

T T

m

T T
k

T T
k

M

T
m

T

m d N R N N R N N R N m

d G G PG d

m d d N R N N R N N R N m

m d d N R N N R N N R N m

- - -

- - -

- - -

F = F + + +

F = -

+ - + +

+ - + +

，

。

另外，由假设 6-1 可知，存在正定对角矩阵 L T， 使得下式成立，

1 2

1 2

1

2

( ) ( )
( ) 0

( ( )) * ( ( ))

( ) ( )
( ) 0

( ( )) ( ( ))*

T

T
k k

k k

y k T T y k
H k

g y k T g y k

y k d y k dL L
H k

g y k d g y k dL

D -Dé ù é ù é ù
= £ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û

- -D -Dé ù é ùé ù
= £ê ú ê úê ú- -ë ûë û ë û

，

。

(6-17)

定义 { }+
1 2=diag , , , nK k k k+ + +

， { }1 2=diag , , , nK k k k- - - -
。由假设 6-2 可知，有

任意正常数 使得下式成立，

2
3

2
1 2

( ) ( ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
( ) ( ) ( ) ( )) 0

T
k k

T T T T
k k

H k k y k y k d k y k y k d
y k CC y k y k d DD y k d

w w

r r

= - -

- - - - £ 。
(6-18)

结合式(6-17)和式(6-18)可知，L-K 泛函 V 的前向差分 ( )V kD 满足

( )0 4 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T
k

T
k

V k k d k H k H k H k

k d k

x x

x x

D £ F +F - - -

= F ，
(6-19)

其中，
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( ) ( )0 4 13 13 1 1 1 2 3 3

1 1 3 31 2 1 2

11 11 12 12

( )

* *

T T T T T
k k

T T

d d e e e CC e e DD e

e e e eT T L L
e e e eT L

r rF = F +F - - -

D -D D -Dé ù é ù é ù é ùé ù é ù
- -ê ú ê ú ê ú ê úê ú ê ú

ë û ë ûë û ë û ë û ë û
。

由 Schur 补引理得，若式(6-6)成立，则 ( ) 0kdF £ 。根据 L-K 泛函稳定性定理

可知， ( )( ) ) )( (k
T t tV k dx xD F£ 。若 ( ) 0kdF £ ，则存在一个充分小的常量 e ，使得

2( ) 0V k xe£ - <D 恒成立，系统(6-1)是渐近稳定的。

注 6-2 针对 VD 中出现的二重求和式，我们使用了保守性较小且关于时滞仿射

的引理 6-1 进行放缩处理，与 Wirtinger 求和不等式相比，放松了不等式放缩条件，

使得结果具有一定的优越性。

注 6-3 考虑系统(6-1)的神经元激励函数 ( ( ))g y k 满足假设 6-1，外部干扰项w满

足假设 6-2，这两个假设条件在相关文献中是广泛使用的。由假设 6-1 和假设 6-2，

我们分别得到了式(6-17)和式(6-18)，对其进行放缩处理。

当 ( , ( ), ( ))=0kk x k x k dw - ，即不考虑外部干扰的影响时，系统(6-1)退化成如下，

0 1( 1) ( ) ( ( )) ( ( ))
( ) ( ) , 1, ,0

k

M M

x k Ax k W g x k W g x k d
x s s s d df

+ = + + -ì
í = = - - + ¼î

，

。 (6-20)

文献[98,100,104]研究了该系统的稳定性问题。本章针对系统(6-20)，给出以下定理。

定理 6-2 给定常值 md ， Md 满足0 m Md d£ £ ，若存在一个正常数e ，正定对称

矩阵
4 4n nP ´Î , 1

n nQ ´Î ， 2
n nQ ´Î ， 1

n nR ´Î ， 2
n nR ´Î ，正定对角矩阵

n nT ´Î
和

n nL ´Î ,任意矩阵 4n n
iN ´Î ， 1,2, ,9i = 满足下式

1 2

3

= 0
F Fé ù

F £ê ú* Fë û
， (6-21)

其中，

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

{ } { }
{ }

1 1 1 0 0 1 1 1 2 1 2 2 2 2 4 2 4 0 1 1 0 1

0 1 2 0 1 1 0

1 1 1 2 3 1 2 4 1 5 2 6 3 2

3 7 1 8 1 8 2 9 3 3

1 11 2

11 11

( )

sym

*

TT T T T T T

T T
k

T

m

Mm

T

T

T

G PG G PG e Q e e Q e e Q e e Q e d e e R e e

d e e R e e sym G G PG d

m N N m m sym N N N m

m sym N N N N m

e eT T
e eT

F = - + - + - + - -

+ - - + -

+ P + P + P + P + P

+ P + P + P + P

D -Dé ù éé ù
- ê ú ê ú

ë ûë û
3 31 2

12 12*

Te eL L
e eL

D -Dù é ù é ùé ù
-ê ú ê ú ê úê ú

ë ûë û ë û ë û
，

而 1 0 1 2 3 1 2 2, ( ), , , , , , ,kG G G d m m m D D F, 和 3F 的定义同定理 6-1 中定义相同，其中
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( 1) (12 )

0 1 0 11 1 12

0 0 , 1,2, ,12

= + +
i n i n n n i ne I i

e Ae W e W e
´ - ´ -é ù= =ë û ，

，

则系统(6-20)满足渐近稳定。

证明 构建与定理 6-1 中相同的 L-K 泛函，在处理 L-K 泛函导数时，因为假设

6-2 不再需要，因此将式(6-18)去掉即可。证明过程与定理 6-1 的相似，不再赘述。

6.4 数值仿真

本节将使用下面的仿真案例来验证本章结果的有效性。

例 6-1 考虑如下离散时间递归神经网络时滞系统，

0.8 0 0.001 0
( 1) ( ) ( ( ))

0 0.9 0 0.005
0.1 0.01

( ( )) ( , ( ), ( ))
0.2 0.1 k k

x k x k g x k

g x k d k x k x k dw

é ù é ù
+ = +ê ú ê ú

ë û ë û
-é ù

+ - + -ê ú- -ë û
，

激活函数为 ( ) tanh( )g x x= ，当
+ =K I , =0K - 时满足假设 6-1。

首先，为验证本章结果的优越性，令 1=0r ， 2 =0r ，忽略外部干扰，系统退化

为(6-20)的形式。应用定理 6-2，通过 MATLAB 中的 LMI 工具箱求解出系统(6-1)在

稳定前提下所允许的时滞上界，见表 6-1。从表 6-1 可以看到，相较于现有文献结果，

应用定理 6-2 可以获得更大的时滞允许上界，说明定理 6-2 具有更小的保守性。

表 6-1 给定 md 时所得的时滞上界 Md
Table 6-1 The maximum admissible upper range Md with different md

md 2 4 6 8 10 15 20

文献[64] 11 12 13 14 16 19 23

文献[120] 15 15 17 18 19 22 26

文献[98] 16 18 18 20 20 23 27

文献[100](Th. 1) 20 20 20 21 21 23 26

文献[122] 19 19 20 20 21 24 27

定理 6-2 20 20 20 21 21 24 27

进一步地，当外部干扰不可忽略时，令C D I= = 时，由定理 6-1，通过 LMI 工
具箱求解得不同 1r ， 2r 取值时系统稳定所允许的时滞上界，见表 6-2。从表 6-2 可
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以看到，外部干扰的幅值越大，系统稳定所能允许的时滞上界越小。

表 6-2 当 r 取不同值时最大允许时滞区间

Table 6-2 The maximum admissible upper range Md with different r

r
Md

2r

0.01 0.01 26

0.01 0.02 17

0.02 0.02 16

0.03 0.03 11

图 6-1 时变时滞

Fig. 6-1 The curve of time-varying delay

最后，给出该系统的状态轨迹。当 1 2=0.01 0.02r r =， 时，时滞上界 Md 取为 17

时，选取系统初始值为 [ ]0 = 3; 5x - ，时变时滞变化曲线和外部干扰曲线分别如图 6-1

和图 6-2 所示时，则系统(6-1)的状态轨迹如图 6-3 所示。由图 6-3 可知，当外部干扰

趋于 0 时，系统(6-1)的状态趋于平衡点处。仿真曲线验证了所得结果的有效性。

1r
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图 6-2 外部干扰

Fig. 6-2 The curve of external disturbance

图 6-3 状态轨迹

Fig. 6-3 The response of the state variables

6.5 本章小结

本章研究了具有时变时滞和非线性扰动的离散时间递归神经网络系统的时滞相

关鲁棒稳定性问题。通过构建直接构建型 L-K 泛函，利用新型求和不等式，建立了

DRNNs 鲁棒稳定性与时滞取值之间的关系；当外部干扰不存在时，给出了保守性

较小的 LMI 形式的稳定性充分条件。数值仿真说明了所得判据的有效性和优越性。



燕山大学工学博士学位论文

- 74 -

第 7 章 T-S 模糊时滞系统的时滞相关稳定性

分析及控制

本章研究了 Takagi-Sugeno (T-S)模糊时滞系统的稳定性及采样控制问题。考虑

到 kt 到 t和 t到 +1kt 区间内的状态信息，提出了一种新的双边时滞相关环函数，它的

引入不仅能放松 L-K 泛函的单调递减约束，而且能更加充分地利用系统的采样控制

信息。所设计的采样控制器既包含当前状态信息，又包含过去的状态信息，从而提

高了控制性能和设计的灵活性。基于新的泛函形式和改进的不等式技术，得到 LMI

形式的 T-S 模糊时滞系统的稳定性准则及控制器设计判据。数值仿真验证了方法的

有效性。

7.1 引言

Tagaki-Sugeno (T-S)模糊模型因处理复杂非线性系统的方便性和灵活性而闻名，

并在许多实际工程系统中得到广泛应用[125-127]。在任何凸紧集内，T-S 模糊模型可以

以任意精度逼近任意光滑的非线性函数，将复杂的非线性系统表示为多个子线性系

统的模糊加权和的形式，使得我们可以应用较为成熟完备的线性系统理论来研究复

杂非线性系统。近年来，基于 T-S 模糊模型的非线性系统理论研究引起了越来越多

的关注[128-131]。

考虑到时滞现象在实际生活、生产广泛存在，且常常会使系统的性能变差，T-

S 模糊时滞系统的稳定性分析和控制问题受到了特别关注[81,129-132]。基于时滞分割型

L-K 泛函方法，文献[80]研究了含不确定性的 T-S 模糊时滞系统的稳定性分析和控

制问题。通过构建增广型 L-K 泛函和 LMI 方法，文献[81]得到了 T-S 模糊时变时滞

系统渐近稳、镇定的充分条件。文献[129]采用了 Wirtinger 积分不等式方法和改进

的互凸组合技术得到了改进文献[81]的 T-S 模糊时变时滞系统稳定性准则。随着数

字计算机和通信网络的迅速发展，越来越多的数字控制器被应用到工业应用中，这

类闭环控制系统称为采样控制系统[133-135]。目前研究分析采样控制系统的方法有几

种，包括离散时间设计法[135]、脉冲跳变法[136]、输入时滞法[137]等。输入时滞法是将
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同时含有连续、离散信号的采样控制系统转化为完全的连续时间系统，采用现有的

时滞系统分析方法进行研究。基于输入时滞法，在文献[138]中构建了一种新的 L-K

泛函，研究了变采样条件下模糊系统的采样控制问题，改进了文献[139]的结果。不

论是离散时间设计法，脉冲跳变法、输入时滞法都需要系统模型转化，而这种转化

过程通常会引入一定的保守性。最近，文献[140]提出了环函数法，不需要系统模型

转化，而且充分利用了采样系统本身具有的离散属性，改善了现有的 L-K 泛函的构

建和分析方法。常用的 L-K 泛函分析法要求 L-K 泛函在整个时间轴上单调递减，但

环函数的引入可以放松这一条件，只要求 L-K 泛函在采样点单调递减。Zeng 等人提

出了一种新的双边环函数，将 kt 到 t和 t到 +1kt 的时间间隔内的状态信息考虑在内，

并得到了改进的稳定性条件[141]。基于环函数的思想，文献[142]采用了一种记忆采

样数据控制方案来解决 T-S 模糊系统的稳定性问题。文献[143]基于 Wirtinger 不等

式的 LKF 方法，设计一种新的模糊时滞采样数据控制器，得到了保守性较小的稳定

准则。

当时滞现象和采样控制不可避免时，普通的非线性系统变成了基于采样控制的

时滞非线性系统，如高炉冶炼系统，化工系统中常见的各种搅拌反应器系统等等。

然而，相关的文献研究却很少。文献[144]针对具有参数不确定性和时滞 T-S 模糊系

统，提出了一种鲁棒保成本模糊采样控制器。但考虑到不等式技术本身的保守性，

和实际采样模式的可用信息尚未得到充分考虑，仍然存在进一步改善的空间。

7.2 T-S 模糊时滞系统模型及相关引理

考虑下列连续 T-S 模糊时滞系统模型，

被控对象模糊规则 i：如果 1( )tq 是 1iM ， 2 ( )tq 是 2iM ， …，和 ( )p tq 是 ipM ，则

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ,0]

i i ix t A x t A x t B u t
x s s s

t t
f t

= + - +ì
í = Î -î

，

，
(7-1)

其中， ( ) nx t Î 为系统状态， ( )sf 为区间 [ ,0]t- 上的有界系统初始状态函数。

n
i

nA ´Î ， n n
iAt

´Î 和 n
i

nB ´Î 为常数系统矩阵， 0t > 为常时滞， ( )u t 为系统外部

输 入 ， 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]pt t t tq q q q= 为 与 外 部 输 入 ( )u t 不 相 关 的 前 件 变 量 ，

( 1,2, , , 1,2, , )ilM i r l p= = 为模糊集， r 为模糊规则的个数。

定义 ( ( ))ijM tq 是变量 ( )tq 关于模糊集 ijM 的隶属度函数。经过单点模糊，乘积
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推理和加权平均去模糊化，得到如下 T-S 模糊模型：

[ ]
1

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
r

i i i i
i

x t t A x t A x t Bu ttl q t
=

= + - +å ， (7-2)

其中，

1

( ( ))( ( ))
( ( ))

i
i r

i
i

w tt
w t

q
l q

q
=

=

å
，

1

( ( )) ( ( ))
p

i ij
j

w t M tq q
=

=Õ 。 ( ( ))iw tq 是所有和第 i 条模糊

规则相关的隶属函数乘积，表示第 i 条模糊规则被激活的概率。假设至少存在一个

隶属函数，即
1

( ( )) 0 ( ( )) 0
r

i i
i

w t w tq q
=

³ >å， 。 ( ( ))i tl q 是第 i 条模糊规则归一化后的隶

属度函数，显然有以下关系式成立，

( ( )) 0i tl q ³ ，
1

( ( )) 1
r

i
i

tl q
=

=å ，
1

( ( )) 0
r

i
i

tl q
=

=å 。 (7-3)

假定我们需要利用计算机实现对被控对象(7-1)的控制，系统的状态反馈信号通

过采样环节传输到控制器，控制器输入在零阶保持器的作用下维持这一值直到下一

个采样时刻的状态反馈信号到来，控制器输入得以更新。采样时刻满足

0 10 lim kk
t t t

®¥
= < < < = +¥。 (7-4)

针对被控对象(7-1)，基于平行分布补偿(Parallel Distributed Compensation, PDC)

策略，设计模糊采样控制器如下：

控制器模糊规则 j ：如果 1( )ktq 是 1jM ，… ，和 ( )p ktq 是 jpM ，则

( ) ( )( ) k
j k j ku t K x t K x t tt t= + - ÎW， , (7-5)

其中， )1= , k
k

kt t +W éë 。本文考虑变采样控制，即 10 k k kt t h h+< - = £ ， 0, 1, 2,k = 。

全局控制器可以写为以下更为简洁的形式，

( ) ( )( )
1

( ) ( ( ))
r

k
j k j k j k

j
u t t K x t K x t ttl q t

=

= + - ÎWå ， 。 (7-6)

结合被控对象(7-1)和所设计的控制器(7-6)，得闭环模糊系统方程为

1 1
( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ( ) ( ) ( ))

r r

i j k
i j

k
i i i j k i j k

x t t t

A x t A x t B K x t B K x t tt t

l q l q

t t
= =

=

´ + - + + - ÎW

åå
， 。

(7-7)
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注 7-1 由式(7-7)可知，由于 T-S 系统模型是全局连续的，所满足的模糊规则的

前件变量也是连续的，而采样模糊控制器由于零阶保持器的存在是分段连续的，所

满足的模糊规则的前件变量也是分段连续的，二者满足的模糊规则并不完全相同，

所构成的闭环系统则含有两种不同的隶属度函数。由于隶属度函数本身的性质(7-3)，

可得
1 1

( ( )) ( ( )) 1
r r

i j k
i j

t tl q l q
= =

=åå 。

引理 7-1[140] 对任意 kÎ ， kt 和 1kt + 为连续的两个采样时间点，满足

1 1 2k kT t t T+£ - £ ，其中 1 2T T， 均为正常数，满足 1 20 T T< £ 。
+nV ®： 是可微分

函数，存在正常值 1 2m m， 和 p 满足

1 2( )pn px u x V x u x" Î £ £， ，

则有以下两种说法等价：

1) 1( ( )) ( ( )) 0k k kV V x t V x t+D = - < 。

2) 存在一个连续可微函数
nw ®： 满足

1( ( )) ( ( ))k kw x t w x t+ = ，

且对任意 [ ]1k kt t t +Î ， ，

( ( )) ( ( )) ( ( )) 0W x t V x t w x t= + < 。

注 7-2 此引理可用于对采样控制系统的稳定性分析中。例如考虑如下的采样控

制系统，

( ) [ ]1( ) ( ) k kkx t Ax t BK t tx t t +Î= + ， ，

若可以构建泛函V w， 使得引理 7-1 中的任一说法成立，则可得 lim 0
k

V
®¥

® ，该系统

满足渐近稳定。

引理 7-2[34] 对于任意对称正定矩阵
n nR ´Î 和连续函数 [ ]a, nx b ®： ，有如下

不等式成立，

0 0 1 1 2 2
1 3 5( ) ( )

( ) ( ) ( )
b T T T T

a
x s Rx s ds R R R

b a b a b a
y y y y y y- £ - - -

- - -ò , (7-8)

其中，

0 1

2 2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

6 12( ) ( ) ( )d ( )d d
( )

b

a

b b b

a a s

x b x a x b x a x s s
b a

x b x a x s s x s
b a b a

y y

y q q

= - = + -
-

= - + -
- -

ò

ò ò ò

， ，

。
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引理 7-3[89] 对任意对称正定矩阵
n nR ´Î 和连续函数 [ ]a, nx b ®： ，存在任意

矩阵 1 2
k n k nN N´ ´Î Î， 和任意函数向量 ( ) ktx Î 使得如下不等式成立，

{ }

1 1
1 1 2 2

1 0 2 1

1( ) ( ) ( )(( )( )+
3

) ( )

b T T T T

a
x s Rx s ds t b a N R N N R N

sym N N t

x

y y x

- -- £ - +

+ +

ò
。

(7-9)

引理 7-4[33]若连续函数 [ ]( ) a, nz t b ®： 满足 (0) 0z = ，则对任意对称正定矩阵

n nR ´Î ，有如下不等式成立，
2

2

4( )( ) ( ) ( ) ( )
b bT T

a a

b az s Rz s ds z s Rz s ds
p
-

£ò ò 。 (7-10)

7.3 主要结果

为使表达简洁，我们给出如下定义，

{ }

( ) ( ){ }

1

1

2 1

2 3
1

4 52

6

( ) col ( ), ( ), ( )d , ( )d d

1( ) col{ ( ), ( )} ( ) ( )d

1 1( ) ( )d ( ) ( )d

2( ) ( )d d ( ) col ( ) , ( )

(

k

k

t t t

t t s

t

t
k

t t

t t
k

t t

k kt s

t x t x t x s s x s

t x t x t v t x s s
t t

v t x s s v t x s s
t t

v t x s v t x t x t x t x t

v

t t

t

t

h t q q

h

t

q q t t
t

+

- -

-
+

-

= -

= =
-

= =
-

= = - - - -

ò ò ò

ò

ò ò

ò ò

，

， ，

， ，

， ，

( ) ( ) ( ){ }
{ } ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( ) ( ) ( ){

1 1 1 5 6

2 5 6 3 1

4 3 1 2

1 1

2 3 4

) ( ) ( ) col ,

( ) col , ( ) col , ,

( ) col , ( ), ( )

( ) col ( ), ( ), , , , ( ), ( ), ( ),

( ), ( ), ( )}

k k k

k k k

k k k

t x t x t t t t v t t v

t v v t x t x t x t

t v t v t

t x t x t x t x t x t x t x t v t

v t v t v t

c

c c t

c c

x t t t

+ +

+

+

= - = - -

= = -

=

= - - -

， ，

， ，

，

。

时滞相关稳定性判据7.3.1

定理 7-1 对于给定的闭环模糊系统(7-7)，假设控制器增益 ,j jK Kt 已知，若存在

正常值t ， h，正定对称矩阵 4 4n nP ´Î ， 2 2n nQ ´Î ，
n nT ´Î ， n nS ´Î ， 1

n nR ´Î ，

2
n nR ´Î ，任意对称矩阵

5 5n nZ ´Î ，任意矩阵 3 3
1

n nY ´Î , 3 3
2

n nY ´Î ， 2n nX ´Î ，

n n
lG ´Î ，和

11
,
l n n
i jN ´Î ， i， 1 2j r= ¼， ， ， 1 2 3 4l = ，，，满足下式
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0 1 1 2

2

2

0 2 3 4

1

1

0

* 0 0
* * 3

* 0 0
* * 3

0

ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij

h hN hN
hR

hR

h hN hN
hR

hR

é ùX + X
ê ú- <ê ú
ê ú-ë û
é ùX + X
ê ú- <ê ú
ê ú-ë û

X <

，

，

，

(7-11)

其中，

{

( ) ( )

0 0 0
3 4 12 1 8 12 2 9 14 16

1 2 3 4
10 6 16 17 18 19 5 5

2
6 6 6 6 0 0 1 1

2
2

2 2 7 7 2 5 2 5

1 1 1 1
12 1 8 12 2 9 7 1 13 1

sym

}

3

5
4

sym

T T T T
ij

T T
ij ij ij ij

T T T T

TT T
ij

T T T
ij

P Y Y X

Xe N N N N Q

Q e Te T T

T h e Se e e S e e F

Y Y Y

t

p

X = P P +P P +P P +P P

-P + P + P + P + P +P P

-P P + -P P - P P

- P P + - - - +

X = P P +P P +P P +P

，

{ }

{ }

( ){ (

)}

1
5 11

11 11 6 1 6

2 2 2 2 2
12 1 8 12 2 9 7 1 13 15 11

11 11 6 2 6

1 1 2 2 3 3 6 4 6 1

2 3 5

0 1 2 1 1 2 10

2 1 2 10 11

3 1

sym

sym

2
6 6

col

T

T T

T T T T
ij

T T

T T T T
ij i

i i j i j

Z

Z e R e

Y Y Y Z

Z e R e

F e G e G e G e G e Ae

A e B K e B K e

e e e e e
e e e e

e

t t

P

+P P +

X = P P +P P +P P +P P

-P P +

= + + + - +

+ + +

P = - P = + -
P = - + -

P =

，

，

，

， ，

，

( ){ }
{ } { }
{ }
{ }
{ } { }
{ }

2

2 10 11

4 6 7 1 2 1 10

5 6 1 6 7 2

1
7 1 3 2 5

2 1 2
7 4 1 8 7 7

9 3 4 5 10 1 3 2 5

0 1 2
11 3 4 5 8 9 12 7 7

1
12

, , ,
2

col , , ,

col , col ,

col , 0

col 0,0,

col , , col ,

col , , , ,

col

e e e

e e e e e e

e e e e

e e e e

e e

e e e e e e e

e e e e e

e

tt

t

ì ü
í ý
î þ

P = - -

P = P =

P = - -

P = - P = P +P

P = P = - -

P = P = -P +P

P =

，

，

， ，

，

，

， ，

， ，

，

，

{ } { }
{ }

2
6 7 12 6

1 2
13 12 12 14 6 7

, 0 col 0,0,

col

,

,

e e

e e

P = -

P = P +P P =

， ，

， ，
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{ }
{ }

1
15 1 8

2
15 9 1

16 4 1 17 4 1 9

18 1 3 19 1 3 8

col 0,0,0, ,0

col 0,0,0,0,
2
2

e e

e e
e e e e e
e e e e e

P = -

P = -

P = - P = + -
P = - P = + -

，

，

，

，

， 。

则系统(7-7)是渐近稳定的。

证明针对系统(7-7)，构建如下函数，

1 2 1 2( ) ( )+ ( ) ( )+ ( )W t V t V t w t w t= + ， (7-12)

其中，

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

1 1 1 2 2

2
2

2

1 1 1 2 2 3 5 6

1 4 4

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
4

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( )

( )

k

k

t t tT T T

t t s
t T

t

t T
k kt

T T

T
k k

V t t P t s Q s ds x Tx d ds

V t h x s Sx s ds

x s x t S x s x t ds

w t t Y t Y t v t Xv t

t t t t t Z t

w t

t t

t

t

t

t

h h h h t q q q

p t t

c c c

c c

- -

-

-

-

-

+

= + +

=

- - - - -

= + +

+ - -

ò ò ò
ò

ò

( ) ( ) 1

1 1 2( ) (( ) ) ( )k

k

t tT T
k kt t

t t x s R x s ds t t x s R x s ds+

+= - - -ò ò

(7-13)

( )V t 是直接构建型 L-K 泛函。由 0P > ， 0Q > ，和 0T > ， 1( )V t 的正定性得以

保证，由引理 7-4 可知， 2 ( ) 0V t ³ 。因此 ( ) 0V t ³ 成立。 ( )w t 是我们引入的双边环

函数，满足 1( ) ( )k kw t w t += 。由引理 7-1 可知， ( )w t 不需要满足正定性。

首先，沿系统(7-7)的轨迹，计算W 得，

2 21 1( ) ( )+ ( )+ ( )+ ( )W t V t V t w t w t= ， (7-14)

其中，

( )( ) ( )( )
( )

2
1 1 1 2 2 2 2

2
2

2

1 1 1 2 2 3 1 1 2 5

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )d

( ) ( ) ( )

( ) ( )
4

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

T T T T

t T

t
T

T
k k

T T T

V t t P t t Q t t Q t x t Tx t

x s Tx s s

V t h x t Sx t

x t x t S x t x t

w t t Y t Y t t Y t v t X

t

h h h h h t h t t

t

t t

p t t t t

c c c c c

-

= + - - - +

-

= - -

- - - - - - -

= + + +

ò ，

，

( ) ( )
( )( )

6

5 6 4 4 1 4 4

1 4 4

( )

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )

T T T
k k

T
k k

v t

v t Xv t t t t Z t t t t Z t

t t t t t Z t

c c c c

c c
+

+

+ - - + -

+ - - ，
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( ) ( )
1

2 1 1 1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )

( ) ( )d

k

k

tT T T
k kt

t T

t

w t t t x t R x t x s R x s s t t x t R x t

x s R x s s+

+= - - + -

-

ò

ò 。

进而得

( )
( )( )}

0 0
3 4 12 1 8 12 2 9 14 16 10 6

1 1 1 1
1 12 1 8 12 2 9 7 1 13 15 11

2 2 2 2
12 1 8 12 2 9 7 1 13 15 11

2
2 2

6 6 5 5 6 6 7 7 2 5 2 5

( )= ( {

(
4

+
(

) )

)

(

T T T T T T

T T T T
k

T T T T
k

T T T T T

W t sym P Y Y X Xe
t t Y Y Y Z

t t Y Y Y Z

e Te Q Q h e Se e e S e e

x

pt

+

P P P P +P P +P P -P

+ - P P +P P +P P +P P

+ - P P +P P +P P +P P

+ +P P -P P + - - -

( )( ) ( )( ))
1

1 11 11 6 1 6 11 11 6 2 6

1 2( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )dk

k

T T T T
k k

t t tT T T

t t t

t t Z e R e t t Z e R e

x s Tx s s x s R x s s x s R x s s
t

x

t +

+

-

+ - P P + + - -P P +

- - -ò ò ò 。

(7-15)

由引理 7-2 得

0 0 1 1 2 2( ) ( )d ( )( 3 5 ) ( )
t T T T T T

t
x s Tx s s t T T T t

t
t x x

-
- £ - P P + P P + P Pò 。 (7-16)

由引理 7-3 得

1

2 1

1 2

( ) ( )d ( ) ( )

( ) ( )d ( ) ( )

k

k

t T T

t
t T T

t

x s R x s s t t

x s R x s s t t

x x

x x

+- £ W

- £ W

ò
ò

，

，
(7-17)

其中，

( ) { }1 1 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 16 17

1( sym)
3

T T
k ij ij ij ij ij ijt t N R N N R N N N- -
+W = - + + P + P ，

( ) { }3 1 3 4 1 4 3 4
2 1 1 18 19

1( sym)
3

T T
k ij ij ij ij ij ijt t N R N N R N N N- -W = - + + P + P 。

另外，对任意的全秩矩阵 1G ， 2G ， 3G ， 4G ，由闭环系统模型(7-7)易得

( )

( )
1 1 2 2 3 3 6 4

1 1

6 1 2 3 5

0=2 ( ( )) ( ( )) ( )

( )

r r
T T T T T

i j k
i j

i i i j i j

t t t e G e G e G e G

e Ae A e B K e B K e tt t

l q l q x

x
= =

+ + +

´ - + + + +

åå

。

(7-18)

联立式(7-15)，(7-16)，(7-17)，以及(7-18)，得

1 1
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

r r
T

i j k ij
i j

W t t t t tl q l q x x
= =

£ Xåå ， (7-19)

其中，



燕山大学工学博士学位论文

- 82 -

( ) ( )0 1 2
1

1 1 1 1 1 2 1 2
2 2

2 2 3 1 3 4 1 4
1 1

1
3
1
3

ij ij k ij k ij

T T
ij ij ij ij ij ij

T T
ij ij ij ij ij ij

t t t t

N R N N R N

N R N N R N

+

- -

- -

X = X + - X + - X

X = X + +

X = X + +

，

，

。

对式(7-19)作简单的数学变换得，

0 11

1 1

0 2

( ) ( ( )) ( ( )) ( )( (

( ) ( )

)

)

r r
T k

i j k ij k ij
i j k

k
ij k ij

k

t tW t t t t h
h

t t h t
h

l q l q x

x

+

= =

-
£ X + X

-
+ X + X

åå

，

(7-20)

则有若

0 1

0 2

0

0

0

0

ij k ij

ij k ij

ij

h

h

X + X <

X + X <

X <

，

，

，

(7-21)

成立，则有 0ijX < 成立。由 Schur 补引理，若式(7-11)成立，则式(7-21)成立，因此

可知 0ijX < 成立，进而得 ( ) 0W t £ 。由引理 7-1，闭环系统(7-7)是渐近稳定的。证

毕。

注 7-3 针对 T-S 模糊时滞系统，定理 7-1 提出了一种基于双边环函数和 L-K 泛

函相结合的分析方法，得到了保守性较小的时滞相关稳定判据。通过双边环函数的

引入使得每个采样区间 [ ]1,k kt t t +Î 的信息得到充分的利用，有效降低结果的保守性。

注 7-4 虽然定理 7-1 是针对模糊系统(7-7)中时滞为定常时滞时给出的，但由于

模糊时滞系统是线性时滞系统的模糊加权和，线性时变时滞系统的分析方法仍然适

用，因此定理 7-1 可以推广到相应的时变时滞的情况。

采样控制器设计7.3.2

当采样控制器控制增益未知，需要求取时，此时定理 7-1 给出的稳定性判据不

再是可以求取的 LMI，此时需要做相应的变换，将其转化为 LMI。我们有以下定理，

定理 7-2 对于闭环模糊系统(7-2)，若存在正常值t ， h ， kl ， 1,2,3k = ，正定

对称矩阵
4 4n nP ´Î ， 2 2n nQ ´Î ， n nT ´Î ， n nS ´Î ， 1

n nR ´Î ， 2
n nR ´Î ,任意对称

矩 阵 5 5n nZ ´Î ， 和 任 意矩 阵 3 3
1

n nY ´Î ， 3 3
2

n nY ´Î ， 2n nX ´Î ， n nG ´Î ，
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11
,
l n n
i jN ´Î ， i， 1j = ，2，…， r ， 1,2 ,3,4l = 满足下式

0 1 1 2

2

2

0 2 3 4

1

1

0

* 0 0
* * 3

* 0 0
* * 3

0

ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij

h hN hN
hR

hR

h hN hN
hR

hR

é ùX + X
ê ú- <ê ú
ê ú-ë û
é ùX + X
ê ú- <ê ú
ê ú-ë û

X <

，

，

，

(7-22)

其中，

{
}

( ) ( )

0 0 0
3 4 12 1 8 12 2 9 14 16

1 2 3 4
10 6 16 17 18 19

2
5 5 6 6 6 6 0 0 1 1

2
2

2 2 7 7 2 5 2 5

1 1 1 1
12 1 8 12 2 9 7 1 13 15

sym

3

5
4

sym

T T T T
ij

T
ij ij ij ij

T T T T T

TT T
ij

T T T
ij

P Y Y X

Xe N N N N

Q Q e Te T T

T h e Se e e S e e F

Y Y Y

t

p

X = P P +P P +P P +P P

-P + P + P + P + P

+P P -P P + -P P - P P

- P P + - - - +

X = P P +P P +P P +P

，

{ }

{ }

( ){ (
)}

1
11

11 11 6 1 6

2 2 2 2 2
12 1 8 12 2 9 7 1 13 15 11

11 11 6 2 6

1 1 2 2 3 3 6 6 1

2 3 4

sym

sym

j

T

T T

T T T T
ij

T T

T T T T T T
ij i

T
i i j i

Z

Z e Z e

Y Y Y Z

Z e R e

F e e e e G e AG e

A G e B K e B K et t

l l l

P

+P P +

X = P P +P P +P P +P P

-P P +

= + + + - +

+ + +

，

，

。

则存在状态反馈控制器如式(7-6)，控制器增益 1
j jK K G-= 和 1

j jK K Gt t
-= 使得系统

(7-2)镇定，即闭环系统(7-7)满足渐近稳定。

证明 构建 L-K 泛函如式(7-12)所示。首先沿系统(7-7)进行求导得，若式(7-11)成

立，则有 0W £ 。将式(7-11)左乘 { , , , , , , , , , , , , }diag G G G G G G G G G G G G G ，右乘

{ , ,diag G G , , , , , , , , , , }TG G G G G G G G G G G 。进而得

1 1
1 2 1

1 1
3 2 4 3

diag{ , , , } diag{ , , , }

T T
j j j j

T

G G G G
G G G G
K K G K K G

P G G G G P G G G G
t t

l

l l

- -

- -

= =

= =

= =

=

， ，

， ，

， ，

，
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1 1 2 2

diag{ , } diag{ , }

diag{ , }
diag{ , , } diag{ , , } 1, 2
diag{ , , , , } diag{ , , , , }
diag{ , , , , , , , , , , }

T

T T

T T

T

T
k k

T

T
ij ij

Q G G Q G G
T GTG S GSG
R GR G R GR G
X G G XG
Y G G G Y G G G k
Z G G G G G Z G G G G G
N G G G G G G G G G G G N Gi i

=

= =

= =

=

= =

=

=

，

， ，

， ，

，

， ，

，

。

证毕。

当时滞为 0 时，令 0jKt = ，得闭环模糊系统如下，

( )( )
1 1

( ) ( ( )) ( ( )) ( )
r r

k
i j k i i j k

i j
x t t t A x t B K x t tl q l q

= =

= + ÎWåå ， ， (7-23)

于是，有如下定理，

定理 7-3 给定闭环模糊系统(7-23)，若存在正常值 h ， kl ， 1,2,3k = ，正定对称

矩阵 ˆ n nP ´Î ， 1
ˆ n nR ´Î ， 2

ˆ n nR ´Î ,任意对称矩阵 4 4ˆ n nZ ´Î ，任意矩阵 2 2
1̂

n nY ´Î ，

2 2
2̂

n nY ´Î ， ˆ n nX ´Î ， ˆ n nG ´Î ， ˆ n n
jK ´Î ，和 6ˆ l n nN ´Î ， i ， 1j = ，2，…，

r ， 1,2 ,3,4l = ，满足下式

0 1 1 2

2

2

0 2 3 4

1

1

0

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ* 0 0
ˆ* * 3

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ* 0 0
ˆ* * 3

ˆ 0

ij ij

ij ij

ij

h hN hN

hR

hR

h hN hN

hR

hR

é ùX + X
ê ú

- <ê ú
ê ú

-ê úë û
é ùX + X
ê ú

- <ê ú
ê ú

-ê úë û
X <

(7-24)

其中，

{
}

{ }

0 0 0 0
1 4 5 1 2 5 2 3 4 10 8 4 5 1 2

0 1 2 3 4
5 2 3 8 9 10 11

1 1 1 1 1
5 1 2 5 2 3 1 1 6 7 4 4 4 4 1 4

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsym

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsym

ˆ ˆsym

T T T T T
ij

T
ij

T T T T T T
ij

ij

e Pe Y Y e X Xe Y

Y N N N N F

Y Y Y Z Z e R e

X = +P P +P P + P -P +P P

+P P + P + P + P + P +

X = P P +P P +P P +P P +P P +

X = P

，

，

{ }
( )( ){ }

2 2 2 2
5 1 2 5 2 3 1 1 6 7 4 4 4 4 2 4

1 1 2 2 4 4 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆsym

T T T T T T

T T T T T
ij i i j

Y Y Y Z Z e R e

F e e e G e AG e B K el l

P +P P +P P +P P -P P +

= + + - + +

，

，
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{ } { }
{ }

{ }
{ } { }

{ }
{ }

1 2
1 1 2 1 3 1

1 2
2 1 1 3 2 3

0 1 2
4 2 3 5 6 5 1 1

1 2
5 4 5 4

1 2 1
6 5 5 7 1 5

2
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(7-25)

则存在状态反馈控制器，控制器增益
1ˆˆ=j jK K G-
，使得闭环系统(7-23)满足渐近稳定。

证明 将定理 7-2 中的Q，T ， S 置为 0，令 l l
ijN N= ， { ( )( ) col ( ), ,kt x t x tx =

( ) }1 1 2, ( ), ( ), ( )kx t x t v t v t+ 。其余参数不变。证明过程与定理 7-2 类似，不再赘述。

7.4 数值仿真

本小节给出两个仿真案例验证了本文所提的方法的有效性。

例 7-1 考虑下述搅拌反应釜(Stirred Tank Reactor)系统，
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(7-26)

其中， 1( )x t 表示反应转化率，满足 10 ( ) 1x t£ £ ， 2 ( )x t 表示反应转化率无量纲温度，

u 为控制输入。给定参数为 0.8l = ， 0.072aD = ， 0 20g = ， 8H = ， 0.3b = ， 1t = 。

当 0u = 时，系统(7-26)有三个平衡点，分别为 [ ]1( ) 0.1440,0.8862 Tx t = ，

[2 ( ) 0.4472,x t = ]2.7520 T
和 [ ]3( ) 0.7646,4.7052 Tx t = 。其中，

1( )x t 和
3 ( )x t 是局部稳定

点，
2 ( )x t 是不稳定点[144]。目标是设计采样控制器实现系统的全局稳定性，所期望

的全局稳定点为 =(0.1440,0.8662)dx ， =0du 。令 ( ) ( ) dy t x t x- ， ( ) ( ) dr t u t u- 。

为减少设计复杂性，系统(7-26)可以用下面的 T-S 模糊系统模型来近似，

模糊规则 1：若 2 ( )x t is about 0.8862，则
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1 1 1( ) ( ) ( ) ( )dy t A y t A y t B r tt= + - +

模糊规则 2：若 2 ( )x t is about 2.7520，则

2 22( ) ( ) ( ) ( )dy t A y t A y t B r tt= + - +

模糊规则 3：若 2 ( )x t is about 4.7052，则

3 33( ) ( ) ( ) ( )dy t A y t A y t B r tt= + - +

其中，
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相应的隶属度函数如下，
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设计模糊采样控制器 ( )( ) ( ) ( )( )
3

2
1

( ) j k j k j k
j

r t x t K x t K x ttl t
=

= + -å ，得

( )( ) ( ) ( )( )
3

2
1

( ) j k j k j k
j

u t x t K x t K x ttl t
=

= + -å (7-27)

应用定理 7-2，通过 MATLAB 中的 LMI 工具箱求解出系统(7-2)的全局镇定条

件。所得的最大允许采样周期和其他文献的结果都由表 7-1 给出。
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表 7-1 所得的最大允许采样上界 maxh
Table 7-1 The maximum admissible sampling bound maxh

方法 文献[144] 文献[144] 文献[144] 定理 7-1

maxh 0.3410 0.6953 0.8338 0.9046

图 7-1 开环状态下系统的状态轨迹

Fig. 7-1 The response of the state variables of open-loop system

图 7-2 闭环状态下系统的状态轨迹

Fig. 7-2 The response of the state variables of close-loop system

当 1=0.01l ， 2 =0.22l 和 3 =0.49l ，由定理 7-2 得出最大允许采样周期

max =0.9046h ，相应的控制增益矩阵为
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1 1

2 2

[ 0.4580 3.3208] [ 0.0017 0.1562]
[ 0.4580 3.3208] [ 0.0017 0.1562]

K K
K K

t

t

= - - = - -
= - - = - -

，

， 。
(7-28)

当 0( 1, 2)iK it = = 时，得 max =0.8865h ，说明 iKt 的引入可以改善所得的结果。

当系统初值取 (0) [0.2;2.5]x = 时，给出了开环状态下的系统状态轨迹，如图 7-1

所示，可以看到系统将会稳定在某个局部平衡点处。当控制增益矩阵如式(7-28)所

示，给出了系统的状态响应曲线如图 7-2 所示，可以看到系统状态最终趋近于所设

计的平衡点处。

例 7-2 考虑一类 Lorenz 系统如下，

( )

1 2 3

2 1 2

3 1 1 3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t x t x t
x t x t ax t
x t bx t c x t x t u t

= - -ì
ï = +í
ï = - - +î

(7-29)

其中， [ ]1( ) ,x t d dÎ - 。此 Lorenz 系统可以表示系统(7-2)的形式，其具体参数如下，

[ ]1 2 1 2

0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1

0 0

TA a A a B B
b d b d

- - - -é ù é ù
ê ú ê ú= = = =ê ú ê ú
ê ú ê ú-ë û ë û

， ， ，

相应的隶属度函数为 ( ) 1
1 1

( )
2

c d x tx
d

l + -
= ， ( ) ( )2 1 1 11x xl l= - 。令 0.3a = ， 0.5b = ，

5c = ， 5d = 。

表 7-2 所得的最大允许采样上界 maxh
Table 7-2 The maximum admissible sampling bound maxh

方法 maxh NDVs

文献[139] 0.0534 218.5 2.5 2n n mn+ +

文献[138] 0.0692 224 3 2n n mn+ +

文献[145] 0.0736 513.5 111.5 2n mn+ +

文献[142] 0.0959 258 6 2n n mn+ +

文献[143] 0.1147 255 4 2n n mn+ +

定理 7-3 0.1165 243.5 3.5 2n n mn+ +

应用定理 7-3，通过 MATLAB 中的 LMI 工具箱求解出系统(7-7)稳定所允许的

最大采样周期和其他文献的结果都由表 7-2 给出。从中可以看出本章所提的方法与
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其它结果相比，得到了更大的采样周期间隔，具有更小的保守性。

图 7-3 开环状态下系统的状态轨迹

Fig. 7-3 The response of the state variables of open-loop system

图 7-4 闭环状态下系统的状态轨迹

Fig. 7-4 The response of the state variables of close-loop system

当系统初值取 (0) [ 1; 2;3]x = - 时，给出了系统在开环、闭环状态下的状态响应

曲线，分别如图 7-3 和图 7-4 所示。可知，系统在开环状态下式发散的，在设计的

控制器作用下，闭环系统在平衡点处是渐近稳定的。控制输入曲线如图 7-5 所示。
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图 7-5 闭环状态下系统的控制输入曲线

Fig. 7-5 The response of the control input variables of closed-loop system

7.5 本章小结

本章讨论了 T-S 模糊时滞系统的稳定性以及采样控制器设计问题。考虑环函数

的概念，通过构建新的泛函形式来判断系统的稳定性问题，使得所构建的 L-K 泛函

不需要满足在整个时间运行域上单调递减的条件。所设计的采样控制器不仅利用系

统当前的状态，而且考虑到了系统滞后的状态信息。最后结合新的泛函形式和改进

的积分不等式技术给出了 LMI 形式的系统稳、镇定条件。数值仿真验证了所设计控

制器的有效性和优越性。
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结 论

随着经济、社会的发展，人们对生产的要求不断提高，时滞现象带来的影响不

可忽视。本文针对线性和非线性时滞系统的稳定性问题，采用 Lyapunov-Krasovskii

泛函的方法，并以线性矩阵不等式和线性算子不等式方法为工具，得到了相应的稳

定性判据，丰富和改进了现有的研究成果。本文的创新点及结论可概括为：

(1) 针对连续线性时滞系统，由于其时滞常微分方程不能直接、全面地表达出

时滞系统的无穷维的特性，给出了其常微分-偏微分表达式，将其写成基于 PI 算子

和基础状态的 DPS 形式。然后针对 DPS 形式的线性时滞系统，构造基于 PI 算子的

完全型 L-K 泛函，得到了基于 LOI 的连续线性时滞系统的时滞相关稳定性判据以及

优化观测器设计判据。所得判据放松了现有相关文献所得时滞相关稳定性和优化观

测器设计约束条件，保守性较小。

(2) 针对离散线性时滞系统和离散递归神经网络时滞系统，由于现有文献常常

使用 Wirtinger 不等式放缩方法处理 L-K 泛函导数，导致结果保守性较大的问题，

提出了新型求和不等式放缩方法，通过构造增广型 L-K 泛函，得到了基于 LMI 的

稳定性判据。所得判据放松了现有相关文献所得时滞相关稳定性约束条件，保守性

较小。

(3) 针对 T-S 模糊时滞系统的稳定性和采样控制问题，考虑其采样控制结构，

构造双边环函数，将该双边环函数与 L-K 泛函的和作为新的判别泛函形式，以其导

数情况来判断系统的稳定性问题，其中 L-K 泛函不需要满足在整个时间域上单调递

减，结合保守性较小的不等式放缩技术，得到了基于 LMI 的保守性较小的控制器设

计方法及稳定性判据。

虽然本文给出了关于时滞系统稳定性研究的一些结果，但仍有许多问题需要在

未来的研究工作中进一步探索与完善，主要有：

(1) 本文所使用的 LOI 研究框架时最近提出的，虽然有望建立保守性极小的甚

至充分必要条件，但还不构成熟，仍然在完善过程中。目前只是应用在了连续线性

时滞系统的研究中，得到了较好的研究结果，但对于离散时滞和时变时滞系统，仍

然会存在一些问题，PI 算子形式需要相应的改变和适应，新提出的 PIE 工具箱也存
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在着适应性问题等等，有待进一步研究和改进。

(2) 输入时滞一直是时滞系统研究中的一大难题。当实际工程系统中控制器与

执行器间的传输时滞不可忽视时，控制信号不能及时到达执行器，被控对象不能及

时被控，控制品质变差，甚至影响系统的稳定性。目前还没有基于完全型 L-K 泛函

方法针对输入时滞系统的研究，需要进一步的研究和验证。

(3) 针对非线性时滞系统的研究是从线性时滞系统的角度出发进行的，并没有

充分考虑非线性本身的性质，研究结果仍然存在一定的保守性。针对 T-S 模糊时滞

系统，对于模糊系统的模糊信息利用不够充分。另外，对非线性时滞系统，LOI 方

法及其研究框架同样也处于尝试阶段，有待深入研究。
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